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2.5 Dielektrische Eigenschaften des Elektronen-
gases

Im folgendeil betrachten wir die Reaktion des Elektronengases auf ein dufleres elektri-
sches Feld E.

Diese wird beschrieben durch die dielektrische Funktion ¢(w, K).

Die dielektrische Funktion (auch: relative Permeabilitét) ist iiber den Zusammenhang
von elektrischem Feld £ und der Polarisation P (= Dichte der elektrischen Dipolmo-
mente) definiert.

Es gilt:

—

D=eE+P=ceE . (2.52)

Der Zusammenhang dielektrische Verschiebung D vs. duBere Ladungsdichte g¢.:
ist analog zum Zusammenhang
elektrisches Feld E vs. gesamte Ladungsdichte 0 = 0.0t + 0ind,

d.h.
divD = diveegE = 0euy (2.53)
div = £ = Qext & Oind (2.54)
o €0

Beziehungen fiir Fourier-Komponenten von 5, E, o und elektrostat. Potential ¢:!

Mit der Definition

D(K) = e(K)ey - E(K) (2.55)
wird (2.54) zu
Lo 1 L
divE =d E(K)er™ = — K) e 2.56
wE = v Y B LS ofiye 250
und (2.53) zu
divD = div Z K)eoE(K KT = Z Ocat(K) KT (2.57)

Jede dieser Gleichungen muf fiir jeden einzelnen Summanden erfiillt sein.

Durch Division folgt
Qert(K) 1 and(K)

e(K) = =22 - (2.58)
o(K) o(£)
Das elektrostatische Potential ¢..;, definiert durch =V, = 5,
erfiillt die Poisson-Gleichung Apeys = — 0eat/€0-
Analog gilt fiir das Potential ¢, definiert durch —Vyp = E|
die Beziehung Ay = —p/zq.
= fiir die Fourier-Komponenten der Potentiale gilt [mit (2.58)]
ex I? ex }? >
petlR) _ el >:5(K) . (2.59)

p(K) oK)

Lzur Vereinfachung ohne Frequenzabhingigkeit
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Wegen ausgepragter Abhéngigkeit von Frequenz w und Wellenvektor K bestimmt die

dielektrische Funktion e(w, K) ganz wesentlich die physikalischen Eigenschaften von
Festkorpern.

Zwei wichtige Grenzfille:

e K -0 =cewkK=0)=cw)
beschreibt Plasmaschwingungen, d.h. kollektive Anregungen (Schwingungen)
des Fermi-Sees (Elektronengases) relativ zum Gitter
— Volumen- und Oberflichenplasmonen

ew—0=cw=0K)=¢eK)
beschreibt die elektrostatische Abschirmung der (e —e™)-WW,
der (e -Gitter)-WW und der (e -Fremdatom)-WW im Kristall.

2.5.1 Plasmaschwingungen

Ein Plasma ist ein Medium mit gleicher Konzentration von positiven und negativen
Ladungstréagern — zumindest ein Ladungstragertyp mufl beweglich sein.

Hier:
Festkorper mit den negativ geladenen, beweglichen Leitungselektronen (Elektronen-
gas), die in das Gitter der positiv geladenen Ionenriimpfen eingebettet sind.

Wir betrachten das Elektronengas bei grolen Wellenléngen, d.h. K= 21/A — 0
und suchen die dielektrische Funktion e(w).

Dazu betrachten wir die Verschiebung z der Koordinate eines Elektrons von der
quasi-homogenen Ladungsverteilung.

Eine solche Verschiebung x induziert ein elektrisches Dipolmoment p = —ex
und damit bei Verschiebung von N Elektronen im Volumen V' (also mit Dichte n)
die Polarisation P = — YV ex/V = —nex.

Die dielektrische Funktion e(w) erhélt man aus der Bewegungsgleichung eines freien
Elektrons im elektrischen Feld:
mi = —eF (2.60)

Wir betrachten erzwungene Schwingungen mit der Zeitabhéngigkeit (t), E(t) o e=.
Dann folgt aus (2.60)

el

—w'mr = —eB; bzw. = 5 (2.61)
mw
Daraus resultiert ein Dipolmoment p = —ex = —e?E /mw? und somit die Polarisation
2
ne
pP=- = — E 2.62
nex o (2.62)
Mit (2.52) folgt damit die dielektrische Funktion bei der Frequenz w
D P 2
cw)= 2wy, P, ne (2.63)

 gBw) goE(w) gomw?
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bzw.
" w? ) ne
glw)=1- w—’; mit der Plasmafrequenz w, = — (2.64)
0
T Ausbreitungsgebiet
) i
x |
S |
= 0
=
C
>
L
)
'CCD 1k 2
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Abb. 2.33: Dielektrische Funktion e(w) eines freien Elektronengases, aufgetragen gegen die
Frequenz in Einheiten der Plasmafrequenz w,. Elektromagnetische Wellen breiten sich un-
geddmpft aus, wenn ¢ reell und positiv ist. Sie werden an der Grenzfliche zu einem Medium
total reflektiert, wenn dessen e negativ ist. [nach Ch. Kittel, Einfiihrung in die Festkirper-
physik (1999); Abb.10.1].

Mit der Dielektrizitatskonstanten e(oco) des Hintergrunds der positiven Gitter-Ionen
(const. bis zu Frequenzen w > w,) wird aus (2.64)

6(@0):5(00)[ —;5] mit 2o (2.65)

beachte: e(w) = 0 fiir w = W, !
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Dispersion fiir elektromagnetische Wellen

Wellengleichung in nichtmagnetischem, isotropen Medium:

~—— =AE (2.66)

— suche Losung der Form E oc e~ @il

Mit D = e(w, E)sOE ergibt sich dann die Dispersionsrelation fiir elektromagnetische
Wellen zu

—

e(w, K)eopow® =K2 (S (2.67)
bzw. e(w, K)w® = K2  (CGS)
Diskussion:

o creell und € > 0:
= K reell (fiir reelle w)
= Ausbreitung einer transversalen elektromagnetischen Welle
mit Phasengeschwindigkeit w/K = ¢/+/z

g reell und € < 0:
= K imaginér (fiir reelle w)
= Ortsabhingigkeit F oc e~ K",
d.h. exponentielle Ddmpfung mit charakteristischer Abklinglénge 1/|K|

¢ komplex:
= K komplex (fiir reelle w)
= abklingende Welle (Abklinglénge aus inversem Imaginérteil von K)

® £ = o0:
System zeigt Reaktion (endliche ”induzierte Polarisation”) in Abwesenheit dufe-
rer Kréafte.

— Pole in €(w, k) definieren Frequenzen freier Schwingungen des Mediums

e=0:
Nur fiir € = 0 sind longitudinal polarisierte Wellen maglich (s.u.).
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Transversale optische Schwingungen

Mit & = ey [1—

~2
“p
w?

2 ~2
(.dp

)

g(w)w? = £(00)(w

Betrachte zwei Falle

] aus (2.65) folgt aus der Dispersionsrelation (2.68)

= 2K (2.68)

negatives ¢ = K imaginir

= Totalreflexion elektromagnetischer Wellen

die auf das Medium treffen.

e niedrige Frequenzen |w < @,
= F o e IKl®
e hohe Frequenzen |w > @,| positives ¢ =

K reell

= transparenter Kristall
Die dielektrische Funktion e(w) ist positiv und reell;
dann kann man fiir die Dispersionsrelation schreiben:

w? = @2 4+ K?[e(c0)  bzw.

2K?
e(c0)

(2.69)

Wp

Diese Gleichung beschreibt transversale elektromagnetische Wellen

in einem Plasma.
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Abb. 2.34: Dispersionsrelation fiir
transversale elektromagnetische
Wellen in einem Plasma. Die Grup-
pengeschwindigkeit v, = g—l“é ist
die Steigung der Dispersionskurve.
Obwohl die dielektrische Funktion
zwischen 0 und 1 liegt, ist die Grup-
pengeschwindigkeit kleiner als die
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.
[nach Ch. Kittel, Einfihrung in die
Festkérperphysik (1999); Abb.10.2].

= Plasmafrequenz = Grenzfrequenz fiir Ausbreitung transversaler el.mag. Wellen.

= 2mc

Dieser entspricht die Grenzwellenlinge A, = <.
p

— eine Welle kann sich ausbreiten, wenn ihre Wellenlénge (im freien Raum) kleiner ist

als A, andernfalls wird sie reflektiert.

Zahlenbeispiele:
n [em™3] 10?2 108 10 10%0
Wy 5700THz 57THz 570GHz 5.7 GHz
Ap 0.33pum  33pum 3.3mm  33cm
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= Transparenz von Alkalimetallen im UV
typische Ladungstréigerdichte ~ 10*2cm™ < ), ~ 330 nm

= fiir sichtbares Licht (A > 400 nm): Reflexion
fiir UV-Licht (kleineres \): Transmission

‘ Ap in nm ‘ i Na K Rb Cs ‘ Tabelle 2.3: Grenzwerte fiir die Trans-
berechnet 155 209 9287 322 362 | mission im Ultravioletten fiir Alkalime-
experimentell | 155 210 315 340 - talle, [nach Ch. Kittel, Einfihrung in

die Festkorperphysik (1999); Tab.10.1]

Anmerkungen:

1. Lichtreflexion an Metall ist dhnlich zu Reflexion von Radiowellen an Ionosphére:
freie e~ der Ionosphére machen ¢ bei niedrigen Frequenzen negativ.

Aber:
- n und damit w, ist wesentlich kleiner als in Metallen;
- wp liegt aber noch oberhalb der Radiofrequenzen

= Reflexion von Radiowellen.

2. Plasmakante ist auch bei Halbleitern beoabachtbar
— wegen geringerer Ladungstrégerdichte bei niedrigeren Frequenzen.

Bsp.: InSb mit Absorptionskante im Infraroten

1,00 f—
c e
2 °
N 0
©
>
20.50¢ °
R
x
2 e
© sl
o S
oééé Abb. 2.35: Reflexionskoeffizient fiir
0] S " . Indiumatimonid mit n = 4-10'8cm =3
0 005 0.10 0.15 0.20 (nach J.N. Hodgson) [aus Ch. Kit-

tel, Finfiihrung in die Festkorperphy-

Photonenenergie, eV sik (1999); Abb.10.3].
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Longitudinale Plasmaschwingungen

Im Fall € = 0 (bei einer Frequenz wy,) ist die Anregung einer kollektiven longitudinalen

Plasmaschwingung des Elektronengases moglich (mit K~ 0).

Abb. 2.36: Eine Plasma-
schwingung. Die Pfeile deuten
die Richtung der Verschie-
bung der Elektronen an. [aus
Ch. Kittel, FEinfiihrung in
die Festkorperphysik (1999);
Abb.10.4].

Fiir K = 0 folgt dies direkt aus der Geometrie einer longitudinalen Polarisationswelle:
Ladungsverhiltnisse bei longitudinalen Plasmaschwingungen

Bereich
negativer Ladung

Bereich
positiver Ladung

Flachenladungsdichte
g = —neu

o = +neu

einheitliche Ladungsverschiebung um u

= Flachenladungsdichten +neu

Abb. 2.37: (a) diinne Schicht
eines Metalls. Ein Querschnitt
ist in (b) dargestellt; die positi-
ven lonenriimpfe sind durch +-
Zeichen, der Elektronensee durch
den grauen Hintergrund ange-
deutet. Die Schicht ist elektrisch
neutral. (c¢) negative Ladung
ist gleichméBig um eine kleine
Strecke u nach oben verscho-
ben (iibertrieben grof§ gezeich-
net). (d) Die Verschiebung be-
wirkt Flachenladungsdichten o
auf der nach oben und unten
zeigenden Oberfliche der Schicht
und ein elektrisches Feld E im In-
neren der Schicht [aus Ch. Kittel,
Einfihrung in die Festkorperphy-
sik (1999); Abb.10.5].

an unterer, bzw. oberer Oberflache in Abb.2.5.1(d); n ist die Elektronenkonzentration.

= Elektrisches Feld im Inneren (Depolarisationsfeld) F = %% = — L

= D= 50E—{—]5: 0, bzw. mit D= ESQE folgt ¢ = 0.

€0 €0
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Aus der Bedingung
e(wr) =0 (2.70)

folgt mit G1.(2.64) fiir die Nullstelle der dielektrischen Funktion eines Elektronengases
die longitudinale Frequenz:
W2
elwr)=1- w—g =0 = w,=w, (2.71)
L
d.h. die Frequenz wy, der freien longitudinalen Schwingungsmode liegt gerade bei der
Plasmafrequenz w,, also der Grenzfrequenz fiir transversale el.magn. Wellen.

Schwingungsgleichung:
Das Depolarisationsfeld £ = = —%
wirkt als riickstellende Kraft auf die Elektronen

versucht den Elektronensee wieder in die Gleichgewichtslage zu bringen.

Bewegungsgleichung eines Einheitsvolumens des Elektronengases der Konzentration n

d*u n?e%u
— = —nel = — 2.72
nm e ne = (2.72)
oder » )
U 9 ) ne

ist also Bewegungsgleichung eines einfachen harmonischen Oszillators der Frequenz w,
(Plasmafrequenz)

Ausdruck in (2.73) fiir w), ist identisch mit (2.64) — wurde dort in anderem Zusammen-
hang hergeleitet.

Dispersionsrelation

fiir K < kpe; ergibt sich

3K%0? Dispersion  longitudinaler
K) ~ 1 E 4o . b & 2.74
w(K) = wy ( + 10w? + ) Plasmawellen ( )
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Plasmonen

— Quantisierte Plasmaschwingungen
(kollektive, longitudinale Anregung des Leitungselektronengases)

Anregung von Plasmonen:

inelastische Elektronen- od. Photonenstreuung in Metall-Filmen
(in Transmission oder Reflektion)

Einfallendes Elektron

Abb. 2.38: Erzeugung von Plasmonen in ei-
nem Metallfilm durch inelastische Streuung ei-
nes Elektrons. Das einfallende Elektron hat ty-
pischerweise eine Energie von 1 bis 10 keV. Die
Plasmonenenergie kann von der Gréflenordnung
10eV sein [aus Ch. Kittel, Finfihrung in die
Festkorperphysik (1999); Abb.10.6].

e

Gestreutes Elektron

Reflektiertes oder transmittiertes Elektron erfahrt Energieverlust
Ae =nhw, (n=1,2,...)
typisch hw, ~10eV (siche z.B. Kittel (1999), Tab.10.2)

Y3 Kathode

—|— Anode

| | Monochromator 12 12
Probe

Relative Intensitat
Relative Intensitat

Bremsfeld

\_/\ S PP ——— —_—
eleKironen-
{7 elektronen- 0 20 40 60 80 100120 0 10 20 30 40 50 60 70

Energieverlust der Elektronen (eV) Energieverlust der Elektronen (eV)

Spharischer Kondensor (a) (b)

o N b~ O © O

Abb. 2.39: Links: Ein Spektrometer mit elektrostatischem Analysator zum Studium der Plas-
monenanregung durch Elektronen. Rechts: Energieverlustspektren von Elektronen, die von
Aluminiumfilmen (a) und Magnesiumfilmen (b) reflektiert wurden. Die Primérener-
gie der Elektronen betrug 2020 eV. Die zwolf Verlustpeaks, die in Al beobachtet werden,
setzen sich aus Kombinationen von 10,3 und 15,3 eV-Verlusten zusammen. der 10,3 eV-
Verlust ist Oberflichenplasmonen und der 15,3 eV-Verlust Volumenplasmonen zuzuschrei-
ben. Die zehn Verlustpeaks in Mg stammen von 7,1 eV-Oberflichenplasmonen und 10,6 eV-
Volumenplasmonen [aus Ch. Kittel, Finfihrung in die Festkérperphysik (1999); Abb.10.7,8].
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2.5.2 Elektrostatische Abschirmung

Betrachte positive Ladung, eingebettet in Elektronengas eines Metalls.

— Ansammlung von e~ um Ladung (Polarisationswolke)
— schirmen die positive Ladung ab

= Das elektrische Feld der pos. Ladung fillt schneller as mit 1/r? ab.

Das statische Abschirmverhalten des Elektronengases kann durch die K -Abhéngigkeit
der dielektrischen Funktion e(K) beschrieben werden.

Wir betrachten also im Grenzfall e(w = 0, K) die Reaktion der Elektronen auf ein
duBeres elektrisches Feld.

Quantitativ e Elektronengas, Ladungskonzentration —nge _ .
Sei anfénglich
e Gitter, positive Hintergrundladung +n,e homogen

Gitter werde mechanisch deformiert:

0" (z) = noe + gext(K)sin Kz (2.75)
———

— elektrostatisches Feld, wirkt auf
Elektronen wie ein externes Feld

o clektrostatisches Potential ¢:
kann aus Poisson-Gleichung: Ap = —% gewonnen werden

(folgt aus (2.54) und E = —V)
e fiir die positive Ladung gilt

()0 = Spext(K) Sln K:I:, Q = Qext(K) Sln K'Z' (276)

Damit liefert die Poisson-Gl.

— Qext(K)
K2€0

Pest (I) (2.77)

e Elektronengas:
wird deformiert durch Uberlagerung
(i) des elektrostatischen Potentials ¢..;(K) (aus positiver Ladungsverteilung)
und
(i) des (noch unbekannten) induzierten elektrostatischen Potentials
Yina(K) sin Kz (aus Deformation des e”-Gases selbst)

Ladungsdichte der e™:
0 (z) = —nge + 0ina(K) sin Kx (2.78)

(0ing(K): Amplitude der im e -Gas induzierten Anderung der Ladungsdichte)
Gesucht: g,,, als Funktion von g..(K)
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Gesamtes Potential:
P(K) = Pese (K) + pina(K)

Gesamte Ladung:
Q(K) = Qext(K) + Qind(K)
Zusammenhang tiber Poisson-Gl. [wie in (2.77)]:

_ ok
K2€0

~—

P(K) (2.79)

e nun benotigen wir: Verkniipfung zwischen ¢ und e™-Konzentration
— Thomas-Fermi-Niherung

Annahme:
Man kann ein lokales, inneres chemisches Potential als Funktion der lokalen Elektro-
nenkonzentration definieren

/ Chemisches Potential

u
O e i R —
[ —
Bereich normaler —ey(r) Bereich erhdhter
Elektronenkonzentration Elektronenkonzentration

Abb. 2.40: Im thermischen und im Diffusionsgleichgewicht ist das chemische Potential kon-
stant. Damit es konstant bleibt, erhhen wir dort, wo die potentielle Energie klein ist, die
Elektronenkonzentration; dort, wo das Potential grof ist, erniedrigen wir sie. [aus Ch. Kittel,
FEinfiihrung in die Festkérperphysik (1999); Abb.10.9].

Das gesamte chemische Potential des e”-Gases mufl — unabhéngig vom Ort — im Gleich-
gewicht konstant sein.

- Bereich ohne elektrostatischen Beitrag, bei T' = 0:

p=eh = %(?mzno)% (2.80)
(s. Kap.0: Vorbemerkungen)
- Bereich mit ¢(x):
h? 2
const. = p = ep(x) —ep(x) =~ 5 [3m*n(z)]® — ep(z)
~ % [37r2n0}§ = e (2.81)

(er(x) ist lokaler Wert der Fermi-Energie)
gilt, falls sich ¢ langsam gegentiber kr dndert (¢ < kr)
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Die Thomas-Fermi-Néherung besteht in der Annahme, daf sich die Funktion eg(n)
(und die Energiebandstruktur) durch das Anheben, bzw. Absenken um ep(x) am Ort
der Storung nicht dndert (wurde in (2.81) ausgenutzt).

Durch Taylor-Entwicklung fiir ex(n) a8t sich (2.81) umschreiben zu

d
dLnFo [n(z) —no| = ep(x) . (2.82)
Aus (2.80) folgt
dep _ 2er
dn() N Sng
und damit 5
n(z) — no ~ ~ng celr) (2.83)
—_—— 2 €r
—0Oind/e

Die linke Seite ist der induzierte Teil der e -Konzentration.

Die Fourier-Komponenten dieser Gleichung lauten

3 e?

Ona(K) = =50 —p(K) (2.84)
€F
mit (2.79)
3nge? k2 ) 5 3mge?
ma(K) = — | ———= K)=—-——= oK t ki=- 2.85
) = = (o ) o) =~ o) mie =370 (s
Mit (2.58) gilt
_ Qind(K> _ k? . . . .
e(0,K)=1- =1+ dielektrische Funktion nach Thomas — Fermi
o(K) K2
(2.86)
Anmerkung:
Dielektrische Funktion eines Elektronengases fiir zwei Grenzfille lieferte
k2 w?
e(0,K)=1+ ek e(w,0)=1-— w—g (2.87)

also nicht den selben Grenzwert von (0, K) fiir K — 0 und ¢(w, 0) fiir w — 0!

Korrekte Behandlung der dielektrischen Funktion in der Néhe des Ursprungs der w— K-
Ebene erforderlich?

Zsiehe z.B. J. Ziman, Principles of the theory of solids, Cambridge (1972)



158 Kapitel 2 Metalle

Mit der Beziehung fiir die Zustandsdichte D des freien Elektronegases D(e)/V = 2ng /e
gilt

e?D(er)
k? = 2.88
et (2.88)
bzw. mit der Fermi-Energie ep = %(Z’mgng/ ®) und der Definition des Bohr-Radius
ag = 4mh?ey/me? 148t sich zeigen
me 4 kp nt/3
k2= 3mPne)/? = —— ~ 42— 2.89
5 7T2h280 L% ™ Qg ap ( )

k7t ist die ” Thomas-Fermi-Abschirmlinge“.
Sie beschreibt die charakteristische Lénge iiber die Storungen des elektronischen Sy-
stems durch die freien Ladungstriger abgeschirmt werden.

Es gilt

1 g\ "1/
. ~ 0.5 (—3> (2.90)
Mit dem h&ufig verwendeten Maf fiir die Konzentration ng der Leitungelektronen

3\ Vo1 4w,
= e L-__L_T 2.91
" (47m0) N ny 3 s (2.91)

(rs = Radius einer Kugel mit Volumen = Volumen pro Leitungselektron V/N.)
und mit dem Fermi-Wellenvektor kp = (37%ng)Y/? gilt

K2 4 1 16 \*3 /r,
%2 _ <_> (T_> (2.92)
ki  mkrag 372 ao
bzw. L2
Ty 2.95 1
ke =0815kp [ =) =27 . 2.93
F(%) (rojao) A (2.93)

Typischerweise gilt r4/ag &~ 2...3, bzw. &~ 3...6 fiir Alkalimetalle, bis zu 10 in einigen
metallischen Verbindungen; k; ist also in Metallen von derselben Groéflienordnung wie
kp.

Das heifit, da8 die Thomas-Fermi-Abschirmklénge 1/k; von der Gréfienordnung der
Fermi-Wellenléinge A\p = 27 /kp ist.

Fiir Kupfer: ng = 8.5- 1021 = L ~055A

ks
D.h. Stérungen des elektronischen Systems werden iiber eine Entfernung effektiv ab-
geschirmt, die von derselben Gréfenordnung ist wie der Teilchenabstand.
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Abgeschirmtes Coulomb-Potential
betrachte Punktladung ¢ in See von Leitungselektronen

Poisson-Gl. fiir nicht-abgeschirmtes Coulomb-Potential lautet

Agpezt = _5_05(7_”) (294)

Fiir das ungestorte Potential einer Punktladung gilt

1

q
ot = ——— + — 2.95
Peat drey 1 ( )

Fourier-Integrale:

5(F) = — / dK K7 (2.96)

(27)?
und .
) — 7 2 KT
SOe:Jct(T> - (271')3 /dK Qpemt(K)e (297)
In (2.94) eingesetzt liefert
K20 (K) = 63 . (2.98)
0

Mit (2.59) peut(K)/p(K) = 00 (K)/0(K) = e(K)
folgt mit Hilfe der Thomas-Fermi-Néherung e(K) = 1 + (ky/K)?
das totale (abgeschirmte) Potential

_ Qpext(K) _ K2(106117t(K) _ q
e(K) K?¢(K) eo(K? + k2)

p(K) (2.99)

Durch Fourier-Transformation erhalten wir dann das abgeschirmte Coulomb-Potential

p(r) = dEK o(K)ex

1
2 K2 A
_ Q/50 /dK 7T+ /d(cosg)ezKrcose
0 s

q Ksin Kr
K"
/ K2 4 k2

(2.100)

Der Faktor exp(—kr) verkleinert also die Reichweite des Coulomb-Potentials.
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potentielle
Energie

Nichtabgeschirmte
1 potentielle Energie

Potentielle Energie

Abb. 2.41: Vergleich des abgeschirmten mit dem nicht abgeschirmten Potential einer positiven
Einheitsladung gegeniiber einem Elektron. Die Abschirmlinge k; ! wurde gleich Eins gesetzt
[aus Ch. Kittel, Finfihrung in die Festkorperphysik (1999); Abb.10.10a].

Da die Abschirmlidnge 1/ks o n, Y6 orhalt man mit geringerer Ladungstragerkonzen-
tration ng eine grofiere Abschirmlénge (schwéchere Abschirmung).

Vakuumgrenzfall ng — 0:
1/ks — o0, also exp(—ksr) — 1 = unabgeschirmtes Potential ¢ o 1/r

Anwendung: Berechnung des elektrischen (Rest-)Widerstands
von Legierungen

Z.B. Kupfer (1-wertig) mit Zn, Ga, Ge, As (2-, 3-, 4-, 5-wertig)

Ersetzen von Cu-Atom durch Zn, Ga, Ge od. As
= Uberschussladung (1,2,3 od.4)
wenn alle Valenzelektronen in LB des Wirtsmetalls {ibergehen.

Elektrischer Widerstand (Restwiderstand bei tiefen T") durch
Streuung der Leitungselektronen an Fremdatomen
— Beschreibung der WW durch abgeschirmtes Coulomb-Potential

= Berechnete Zunahme des Restwiderstands durch Verunreinigungen
in guter Ubereinstimmung mit Experimenten.
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Abschirmung und Phononen in Metallen

Wir betrachten eine Anwendung der beiden Grenzfélle der dielektrischen Funktion:
longitudinale, akustische Phononen

= die gesamte dielektrische Funktion (Ionen 4 Elektronen) muf Null sein (2.70).

Annahme:

Schallgeschwindigkeit vggan < Vpem (d-h. K < kp)

= Thomas-Fermi-Nédherung fiir Elektronen gerechtfertigt
kﬁ2

ca(0. 1) = 1+ -5 (2.101)

Verwende fiir Ionen (Masse M) den Plasmonen-Grenzwert

ne’

0)=1- 2.102
cw0) =1 - (2102)
(Annahme: geniigend grofer Abstand der Ionen untereinander
— bewegen sich unabhéngig voneinander)
Dann folgt fiir die gesamte dielektrische Funktion
(unter Vernachlissigung der Polarisierbarkeit der Ionenriimpfe)
ne? k2
K)y=1- = 2.103
€<w7 ) 50MW2 + K2 ( )
Kleine K, w: vernachléssige 71%
— an Nullstelle von ¢(w, K) gilt [mit 6’(‘]222 = 2¢p aus (2.88) und ep = mu} /2]
2
2 ne o2 1 ., m 9252
_ K? = Z¢.—K?2 = 2K 2.104
YT MR 370 3MF (2.104)
& w=wv-K, mitSchallgeschwindigkeit v = 3£M “Up (2.105)

Diese Beziehung beschreibt longitudinale akustische Phononen mit groler Wellenlénge.
PaBit gut fiir Alkalimetalle.

Beispiel Kalium:

v=18-10°2" aus (2.105) berechnet;

v=22- 105% gemessener Wert der Schallgeschwindigkeit
(bei 4.2 K; in [100]-Richtung).
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Wechselwirkung zwischen Elektronen

e Fermi-Gas VW Fermifliissigkeit
(System  nicht- (System wechselwirkender Fermionen)
wechselwirkender
Fermionen) WW infolge

(i) elektrostatische WW der LE — e~ — e™-Sto8e

(ii) bewegtes e~ — triage Reaktion des e”-Gases
= erhohte effektive Masse
(~25% in Alkalimetallen)

Die Auswirkungen der Elektron-Elektron-WW werden iiblicherweise im Rahmen
der ”Landau Theorie der Fermifliissigkeit”? beschrieben.

Liefert gute Beschreibung von niedrig liegenden Einteilchen- Anregungen eines
Systems wechselwirkender Elektronen = Quasiteilchen

anschaulich: e~ + ”Verzerrungs-Wolke” im e~ -Gas

e iiberraschende Eigenschaft von Metallen:

mittlere freie Weglénge fiir e™-e~-Stofle — mittlerer Abstand
21 pm (300K), der Leitungselektronen
210cm (1K), nur wenige Al

(Deshalb funktioniert das Bild freier Elektronen)

Griinde
(a) elektrostatische Abschirmung

Stole zwischen Elektronen werden beschrieben durch
Rutherfordsche Streugleichung
= Streuquerschnitt o fiir unabgeschirmtes Coulomb-Potential.

Aufgrund der elektrostatischen Abschirmung hat die e~ — e™-Wechselwirkung
jedoch eine deutlich reduzierte Reichweite ~ k' nach (2.88).
= Reduktion des Streuquerschnitts

Numerische Berechnungen — Streuquerschnitt o ~ 107'% cm? = 10 A2
in typischen Metallen

3L. Landau, Theory of a Fermi liquid, Sov. Phys. JETP 3, 920 (1957); L. Landau, Oscillations in a
Fermi liquid, Sov. Phys. JETP 5, 10 (1957); s.a. D. Pines und P. Nozieres, Theory of quantum liquids,
Benjamin, 1966, Bd.I
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(b) Pauli-Prinzip

Betrachte 2-Korper-Stof (freie Elektronen)
1+2—-3+4

mit Anfangs-Wellenvektoren 121 und /;2
und /;3 und E4 nach dem Sto8.

(Der Zustand i besitzte die Energie ¢;
bezogen auf das Fermi-Niveau ef)

Pauli-Prinzip:
Endzustiande 3 und 4 miissen vor dem Stofl unbesetzt sein = €3, €4 > 0

Sei Ausgangszustand 1 ein angeregter Zustand (e; > 0)
— wegen Energieerhaltung muss fiir Ausgangszustand 2 gelten [s. Abb.2.42(a)]

|€2| < €1 (2106)

= Zustand 2 muss innerhalb Schale der Dicke €; unter der Fermi-Fléiche liegen
(nur e~ nahe Fermi-Oberfliche stofien).

Ist z.B. fiir Situation in Abb.2.42(b) nicht gegeben, obwohl hier Energie- und
Impulserhaltung gelten wiirde — beide Endzusténde sind besetzt.

= reduziert Zahl der moglichen Anfangszustinde 2 um Faktor ep/e;

Selbst wenn obige Bedingung (2.106) erfiillt ist, folgt aus den Erhaltungsséitzen
zusammen mit dem Pauli-Prinzip eine weitere Einschriankung fiir die moglichen
Endzustande 3 und 4 (s. Abb.2.42(c)) — wieder um Faktor ep/¢e;

ky ky Fermi-
Kugel
02 03 3
kx ..,"".
[ 4 T
o1 43 \
(b) (c) Kugel der

Endzustande

Abb. 2.42: 2-KorperstoB (freie Elektronen): (a) angeregtes Anfangsniveau 1 (Energie €; > 0)
und besetztes Anfangsniveau 2 (Energie €2 aus Schale —e; < €2 < 0); Endniveaus 3 und 4 sind
anfénglich unbesetzt (€34 > 0); (b) mit den hier eingezeichneten Anfangszustéinden 1 und 2
sind (wegen Energieerhaltung) keine unbesetzten Endniveaus moglich; die hier eingezeichne-
ten Endniveaus wiirden Energie- und Impulserhaltung erfiillen, sind jedoch besetzt; (¢) mit x
ist der Wellenvektor des Massenschwerpunkts (c.m.) K 12 = (k1+k2)/2 bezeichnet. Alle Paare
3,4 erfiillen Energie- und Impulserhaltung, wenn sie an entgegengesetzten Enden der kleinen
Kugel (Mittelpunkt ]’?172, Durchmesser |k; — ko|) liegen. Aufgrund des Pauli-Prinzips sind
jedoch nur Paare 3 und 4 auflerhalb der Fermi-Kugel erlaubt [nach Ch. Kittel, Finfihrung in
die Festkirperphysik (1999); Abb.10.18].
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Bei thermischer Verteilung der Elektronen: ¢; ~ kgT
= Reduzierung des Sto3querschnitts um den Faktor
o (ksT\* (T\° {4-107° (300K) (2.107)
o €r a Tr 4.10710 (1K) )
(mit TF = EF//{ZB ~5- 104K)
bei R.T.:
effektiver Streuquerschnitt o ~4-107°-10""%cm? =4 1072 cm?
(inkl. Abschirmung und Pauli-Prinzip)
= mittlere freie Wegliinge (mit n &~ 5 - 10%2cm™3):
1
I~ — ~5pum (300 K) > l.- _phonon
no
— bei 300 K dominieren Stéfe mit Phononen
bei tiefen Temperaturen (~ 4.2 K):
fiir eine Reihe von Metallen wird fiir den elektrischen Widerstand R oc T
beobachtet;
ist konsistent mit der T-Abhéngigkeit des e”-e~-Streuquerschnitts (2.107).
— e -e~-Stofe konnen einen wesentlichen Beitrag zur T-Abhéngigkeit
des elektrischen Widerstands liefern.
Fazit:

e Pauli-Prinzip liefert also — (im Vergleich zur elektrostatischen Abschirmung)—

wesentlich grofleren Beitrag zur Reduktion des Streuquerschnitts

— FErklarung fiir relativ grofle freie Weglénge der Leitungselektronen

e dhnliche Auswirkungen des Pauli-Prinzips:

— spezifische Warme der Metallelektronen:
Cy = ”2—2]\/ - kpT anstelle Cg kiassisch = %N — [Kap.6 aus Exp.phys.IVb]

— Pauli-Paramagnetismus der Metallelektronen:
nur e~ aus Energiebereich kg7 um e konnen Spinrichtung durch thermische
Anregung dndern
= reduzierte magnetische Suszeptibilitdt — [Kap.5.3]



