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1. Fragen zur Vorbereitung

e Geben Sie fiir folgende Schwingungsarten (z.B. Masse an einer Feder) die Bewegungs-
gleichung an: freie ungeddampfte, freie gedampfte und erzwungene Schwingung (mit
und ohne Dampfung).

e Nennen Sie die jeweiligen Eigenfrequenzen!

e Welche Losungen gibt es abhingig von der Dampfung fiir die freie geddmpfte Schwin-
gung?

e Was versteht man unter dem logarithmischen Dekrement?
e Was ist die Giite eines schwingfdhigen Systems?
e Charakterisieren sie Einschwingvorgang, Schwebungen und stationidre Schwingung.

o Wie funktioniert eine Wirbelstrombremse?

2. Versuchsaufbau

Freie und erzwungene Schwingungen werden an einem Federpendel mit geringer Reibung
untersucht. Es besteht aus einem Gleiter auf einer Luftkissenbahn, der durch zwei Schrau-
benfedern an eine Ruhelage gebunden ist (Abbildung MR.1). Eine geschwindigkeitspropor-
tionale Ddmpfung (siehe Gleichung MR.4) wird durch eine Wirbelstrombremse erreicht. Die
Wirbelstrombremse wird durch Permanentmagnete realisiert, die so an den Seiten des Glei-
ters angebracht werden, dass ihr Magnetfeld die Luftkissenschiene senkrecht durchsetzt. Um
verschieden starke Ddmpfung zu erreichen, stehen 14 Magnete zur Verfiigung, die bei Nicht-
verwendung gegen gleich schwere Messingstiicke ausgetauscht werden, damit die Masse
des Gleiters konstant bleibt. Die Bremswirkung ist am stérksten bei alternierender Polung
benachbarter Magnete (wihrend sich die Felder gegeniiberliegender Magnete kaum beein-
flussen).

Bewegt man nun ein Ende der Federn periodisch hin und her, so erhilt man eine erzwungene
Schwingung. Im Versuch wird dazu ein von einem Schrittmotor angetriebener Exzenter ver-
wendet (Da der Schrittwinkel nur 0.9° betrigt, ist die UngleichmiBigkeit der Drehbewegung
ohne nennenswerten Einfluss auf die Resonanz des Gleiters. Dafiir hat die mittlere Win-
kelgeschwindigkeit die Konstanz eines Quarzoszillators). Die Elektronik zur Ansteuerung
des Schrittmotors befindet sich im Betriebsgerit. Abbildung MR.2 zeigt ein vereinfachtes
Blockschaltbild. Der Schrittmotor wird mit der oberen der beiden Tasten, die links neben
der linken Siebensegmentanzeige auf der Frontplatte des Betriebsgerits angebracht sind,
eingeschaltet, mit der unteren ausgeschaltet. Beim Ausschalten bleibt der Exzenter in sei-
ner Null-Position stehen, damit der Nullpunkt der Bewegung bei der Untersuchung freier,
geddmpfter Schwingungen an derselben Stelle liegt wie bei der Untersuchung erzwungener

60



Versuchsaufbau MR
_ Lichtschranken
Gleiter s N Antrieb
M agnete
L uft _—
———| ::::: mmmmmm| ° 0000200

Abbildung MR.1: Schema des Luftkissengleiters

Schwingungen. Die linke Siebensegmentanzeige zeigt die Periodendauer (in s) der dufleren
Kraft an. Sie kann mit den vier Tasten, die sich unter dieser Anzeige befinden, im Bereich
von 1 s bis 4 s mit einer Auflosung von 1 ms verdndert werden. Diese Anzeige leuchtet nur,
wenn der Schrittmotor in Betrieb ist. Die Amplitude F{, der duleren Kraft ist konstant. Da die
beiden Federn, die den Gleiter an seine Ruhelage binden, beide die gleiche Federkonstante
k/2 haben, ist Fy/k gleich dem halben Exzenterradius. Fy/k betrigt 0.9 cm. Die Amplitude
A(w) der Schwingung kann direkt auf der Luftkissenbahn abgelesen werden. Zur Messung
der Periodendaver 7' = 27 /w der Schwingung und der Phasendifferenz ® zwischen Gleiter
und Erreger sind zwei Lichtschranken vorgesehen. Eine Doppel-Lichtschranke befindet sich
in der Ruheposition des Gleiters. Sie gibt ein Signal, wenn der Gleiter die Lichtschranke
von links nach rechts durchléauft. Eine in das Betriebsgerit integrierte elektronische Stopp-
uhr wird durch ein Signal dieser Lichtschranke ausgelesen und sofort wieder neu gestartet.
Die mittlere der drei Siebensegmentanzeigen des Betriebsgerits zeigt die ausgelesene Zeit
solange an, bis diese durch das Ergebnis der ndchsten Messung ersetzt wird. Diese Stoppuhr
ist auch bei ausgeschaltetem Schrittmotor in Betrieb, so dass man mit ihr auch die Perioden-
dauer freier, gedimpfter Schwingungen messen kann.

Eine weitere Lichtschranke detektiert den Nulldurchgang der dufleren Kraft. Sie wird durch
den Exzenter ausgelost. Eine zweite elektronische Stoppuhr misst die Zeit von einem Null-
durchgang der @uBeren Kraft bis zum Nulldurchgang der Gleiterbewegung. Das Ergebnis
wird auf der rechten Siebensegment-Anzeige auf der Frontplatte des Betriebsgerits ange-
zeigt. Diese Stoppuhr ist nur bei eingeschaltetem Schrittmotor in Betrieb. Aus der Verzoge-
rungszeit AT bekommt man die Phasenverschiebung ®(w) der Bewegung des Gleiters
beziiglich der Zwangskraft

d(w) = 2w¥ — WAT . (MR.1)
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Abbildung MR.2: Vereinfachtes Blockschaltbild des Betriebsgeriits

3. Aufgaben, Hinweise
3.1. Freie Schwingungen

Es sind m Paare von Magneten anzubringen, um unterschiedliche Dimpfungen zu realisie-
ren. Ersetzen Sie nicht bendtigte Magnete durch die gleichschweren Messingstiicke und brin-
gen Sie die Magnete immer paarweise gegeniiberliegend an. Vor dem Beginn einer Messung
muss sichergestellt sein, dass die beiden Federn zum Stillstand gekommen sind. Starten Sie
den Gleiter jeweils links vom Nullpunkt mit einer solchen Auslenkung, dass die Anfangsam-
plitude auf der rechten Seite ungefdhr 25 cm betrigt. Die aufeinanderfolgenden Amplituden
Ao, Ama, .. Am 10 (bei groBem m auch weniger) sind in eine Tabelle einzutragen.

1. Messen Sie die Eigenkreisfrequenz und verfolgen Sie das zeitliche Abklingen der Am-
plitude bei unterschiedlicher Dampfungsstirke (m = 0, 1, 2, 3, 5, 7)

3.2. Erzwungene Schwingungen

2. Messen Sie die Amplitude A(w) und die Phasenverschiebung ®(w) des Gleiters in
Abhingigkeit von der Erregerkreisfrequenz w fiir zwei unterschiedliche Stirken der
Déampfung: m = 7und m = 2.

Beginnen Sie mit dem wegen der kiirzeren Einschwingzeit weniger problematischen
Fall groferer Dampfung (m = 7). Messen Sie die Resonanzkurven A(w) und ®(w)
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Auswertung

fiir Schwingungsdauern 7' zwischen 1.2s und 3.8s. Erhohen Sie die Schwingungs-
dauer um jeweils etwa 0.2s, in der Ndhe der Resonanz um jeweils 0.1 s; Versuchen
Sie die Resonanzfrequenz moglichst genau einzustellen um die Resonanzamplitude
zu messen. Insgesamt entspricht dies etwa 30 Messwerten. Nach der Einstellung einer
bestimmten Erregerfrequenz ist das Abklingen des Einschwingvorgangs abzuwarten.
Nehmen Sie als Kriterium die Konstanz der Schwingungsdauer. Da leichte Schwan-
kungen in der Erregung sich nicht vollstindig ausschlieBen lassen, sollen die Werte
fiir die Schwingungsdauer 7', die Verzogerung des Nulldurchgangs des Gleiters AT
und die Amplitude A in einem moglichst kurzen Zeitraum gemessen werden. Bei 7'
und AT sind nur zwei Stellen hinter dem Komma signifikant. Die Werte sind in eine
gemeinsame Tabelle einzutragen.

4. Auswertung

Zu Messung 1:

1.1 Lisst sich aus der Messung der Kreisfrequenzen bei unterschiedlicher Dampfung der
zweite Teil der Gleichung MR.8 qualitativ bestétigen?

1.2 Bilden Sie aus den Messwerten fiir die Amplituden A,, o, A1 ... Apy10 die GroBen
R; = In(A,, /A ) und tragen Sie die Ergebnisse in ein Diagramm als Funktion von
i ein. Man erhilt Geraden, deren Steigungen (Gleichung MR.10) gleich —7/Q(m)
sind.

1.3 Berechnen Sie aus den Steigungen der Ausgleichsgeraden der vorhergehenden Aufga-
be die Giiten (m). Tragen Sie in einem weiteren Diagramm die Kehrwerte der Giiten
1/Q(m) als Funktion von m auf. Ermitteln Sie durch Extrapolation die fiir kritische
Déampfung (1/Q = 2) notwendige Anzahl my,.;; von Ddmpfungsmagnetpaaren.

Zu Messung 2:

2.1 Zeichnen Sie fiir beide Fille die Resonanzkurven A(w) und ®(w) in jeweils ein Dia-
gramm fiir beide Dampfungen.

2.2 Bestimmen Sie im Fall der kleineren Didmpfung die Resonanziiberhéhung R =
A(w,)/A(0) und die 1/+/2 — Breite Aw der Amplitude. Ermitteln Sie daraus nach Glei-
chung MR.15 und nach Gleichung MR.17 die Giite, beachten Sie, dass F/k 0.9 cm
betrigt. Vergleichen Sie diese Werte mit dem aus freien Schwingungen gewonnenen
Wert.
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5. Grundlagen
5.1. Freie, ungedimpfte Schwingung

Der Begriff der freien, ungeddmpften Schwingung stellt, abgesehen von wenigen Ausnah-
men?, eine Idealisierung dar. Vernachliissigt man bei einem Federpendel alle Reibungseffek-
te, so ist nach dem Hookeschen Gesetz die riicktreibende Kraft proportional zur Auslenkung
aus der Ruhelage:

k
F=mi=—kr — i+—1=0 (MR.2)
m

Dabei ist m die Masse des Korpers (die Federmasse sei dagegen vernachlédssigbar klein) und
k die Federkonstante. Die Auslenkung (Elongation) x(¢) ergibt sich als Losung von Gl. MR.2
zu

x(t) = zosin(wot — ¢y) , (MR.3)

k
w, = ¢/ — ist die Eigenkreisfrequenz des Federpendels, ¢, ist der Phasenwinkel zur Zeit
m

t = 0. 2o und ¢¢ sind durch den Schwingungsanfang bestimmt.

5.2. Freie, gedampfte Schwingung

Bei einer geddmpften Schwingung wird dem schwingenden System Energie entzogen. So
wird die Amplitude der Schwingung des Luftkissenfahrzeugs, das in diesem Versuch ver-
wendet wird, aufgrund der Reibung allmihlich immer kleiner werden. Einfach wird die
mathematische Behandlung der geddmpften Schwingung, falls die Reibungskraft der Ge-
schwindigkeit direkt proportional ist.

Fiir das Federpendel lautet die Bewegungsgleichung (vergl. Gl. MR.2)

ma +nz + kx = 0. (MR.4)
Setzt man
k vk
Wo =1/~ und Q:= X" (MR.5)
m n
so bekommt die Differentialgleichung folgende Gestalt:
i+ %x +wtr = 0. (MR.6)

Dabei ist w, die Resonanzfrequenz eines ungeddmpften Federpendels mit gleicher Masse
und gleicher Federkonstanten. () heift die Giite des Federpendels. Sie ist umso grofler, je
kleiner die Reibungskonstante 7 ist.

Der Ansatz einer Exponentialfunktion fiihrt zur allgemeinen Losung von Gleichung MR.6:

Wo 1
Fog | — —1 MR.7
20— “°\ 102 (MR.7)

3aktive Entdimpfung durch positive Riickkopplung, z.B. in mechanischen Uhrwerken

z(t) = Ael™ ) mit qy/y = —
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Drei Fille sind zu unterscheiden. Fiir () < 0.5 liegt der Kriechfall vor. « ist reell. Das Pendel
kann nicht iiber die Gleichgewichtslage hinausschwingen. Bei ) = 0.5 liegt der aperiodi-
sche Grenzfall vor. Auch hier geht das Pendel ohne eine volle Schwingung durchzufiihren
in die Gleichgewichtslage, aber mit der kleinstmoglichen Zeitkonstante 1/w,. Der Schwing-
fall ist durch Giitewerte () > 0.5 gekennzeichnet. In diesem Fall wird die Pendelbewegung
(nach dem Einschwingvorgang) durch die folgende Gleichung beschrieben:

_Wo 1
l’(t) = Ige€ 2Qtsin(wt — ¢0), mit w = Wor / 1— TQQ (MRS)

Die Kreisfrequenz w ist also stets kleiner als im ungeddmpften Fall. Die Ddmpfungs-
zeitkonstante 2()/w, wird mit zunehmender Giite, also abnehmender Dampfung, immer
groBer. Die Giite bestimmt, ob ein System iliberhaupt noch schwingungsfihig ist. Bei nicht
zu geringer Giite gilt fiir die relative Amplitudenabnahme wihrend einer Schwingung

An+1 -

QA

™ e (MR.9)
und fiir die Logarithmen der Amplitudenverhiltnisse gilt
A, T
In({— | ~—-——=n. (MR.10)
()=

In Abbildung MR.3 ist der zeitliche Verlauf der Auslenkung eines geddampften Federpen-
dels im aperiodischen Grenzfall und im Falle einer gedampften Schwingung mit der Giite 5
dargestellt.
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Abbildung MR.3: Zeitlicher Verlauf der Auslenkung eines geddampften Federpendels fiir kri-
tische () = 0.5) und unterkritische Dampfung (@) = 5)

5.3. Erzwungene Schwingung, Resonanz

Wirkt auf ein schwingungsfdahiges System mit der (ungedimpften) Eigenfrequenz w, eine
periodische duBlere Kraft F mit der Kreisfrequenz w, so treten erzwungene Schwingungen
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auf. In diesem Fall lautet die Bewegungsgleichung
mi + ni + kx = F = Fy cos(wt).

Setzt man nach Division durch m die in (MR.5) definierten Grof3en ein, so erhilt man

o E
el wir = =2 cos(wt) . (MR.11)
Q m

Eine Losung dieser Gleichung lautet

o(t) = Fy  cos(wt — @(w)) _ kK cos(wt — P(w)) ‘ (MR.12)

m 2 2 k 2\ 2 2
o ovg , WoW W w
\/<°"° I \/(“E) "t

mit der Schwingungsamplitude

Alw) = — . (MR.13)

k 2\ 2 2

w w
\/(1 -%) o
®(w) bezeichnet die Phasenverschiebung zwischen der erzwungenen Schwingung und der
Erregerschwingung. Greift an einem ungeddmpften System (d.h. () = c0) eine duBere Kraft
mit einer Frequenz w = w, an, so kommt es zur Resonanzkatastrophe, d. h. die Schwingungs-
amplitude wird beliebig gro3; denn der Nenner in Gleichung (MR.12) verschwindet. Auch
fiir ein geddmpftes System erwartet man Resonanz, d. h. maximale Schwingungsamplitude
bei konstanter Anregungsamplitude, in der Nédhe der Eigenfrequenz des ungedimpften Sys-

tems. Die Ableitung der Schwingungsamplitude A(w) nach w liefert zunéchst das Quadrat
der Resonanzkreisfrequenz

2

2 9 Wo
Wy =W, — 2@2
und dann die Resonanzkreisfrequenz selbst
1
Wy = Wy 1-— TC)Q (MR14)

Die Resonanz in der Amplitude wird also schon bei einer geringeren Frequenz als der frei-

en Schwingung (mit oder ohne Dampfung) erreicht. Die Resonanzamplitude bekommt man

durch Einsetzen von w? aus Gleichung (MR.13) in Gleichung (MR.12) zu

Fy Q Fy

—_——— - (). MR.15

k ] 1 k © ( )
40Q)?

Bei nicht allzu kleiner Giite ist die Resonanzamplitude also um den Faktor () groBer als die
Amplitude Fy/k, die sich im Grenzfall w — 0 einstellt.

Alw,) =

4Daher riihrt die Bezeichnung Giite
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Wendet man auf cos(wt — ®(w)) in Gleichung (MR.12) das Additionstheorem der Cosinus-
Funktion an, und setzt man das Ergebnis wieder in die Differentialgleichung (MR.11) ein,
so bekommt man zunichst den Tangens der Phasendifferenz ®(w) und dann diese selbst zu

tan(P(w)) = m ; ®(w) = arctan <m> : (MR.16)

Unabhingig von der Dampfung ist die Phasendifferenz ® zwischen der Erregerschwingung

(¢]
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Abbildung MR 4: Frequenzabhingigkeit der Amplitude A (in Einheiten F/k) und der Phase
® einer erzwungenen Schwingung w (in Einheiten von w,) fiir verschiedene Giiten von () =
1bis Q) = o0

und der erzwungenen Schwingung bei der Frequenz w = w, stets 90°. Abb. MR.4 zeigt die
Abhingigkeit der Amplitude A und der Phasendifferenz ® von der Erregerfrequenz. Deut-
lich zeigt sich hier, dass die Amplitudenkurve nicht symmetrisch zur Resonanzfrequenz ist.
Das liegt daran, dass bei niedrigen Frequenzen das Federpendel in Phase mit der Erreger-
schwingung ausgelenkt wird und damit fiir w — 0 die Amplitude den Wert Fj/k erreicht,
wohingegen zu hohen Frequenzen hin die Schwingung gegenphasig wird und die Amplitude
gegen null geht. Das Resonanzmaximum ist umso schmaler, je hoher die Giite ist. Als Mal3

fiir die Breite der Resonanz wihlen wir den Abstand zwischen den Kreisfrequenzen, bei de-
nen die Resonanzamplitude um den Faktor 1/+/2 kleiner ist als im Maximum. Die beiden
Kreisfrequenzen ergeben sich aus Gleichung MR.13 zu

1 1 1
Wi:wo\/l—r@ié 1+@

Vernachlissigt man 1/Q? gegeniiber 1 und entwickelt man die verbleibende Wurzel, so be-

kommt man ]
w
Wi R Wt —Wo, Wy —w_ =Aw,~ — ,

2Q
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wO

@~ Aw
Dies eroffnet einen dritten Weg zur Messung der Giite, jedenfalls bei schwacher Dampfung:
Sie ist die relative Breite der Resonanzkurve zwischen den Stellen, an denen die Amplitude
um den Faktor 1/ V/2 kleiner ist als im Maximum.

(MR.17)

In der Néhe der Resonanz lisst sich die Frequenzabhingigkeit des Quadrats der Amplitude
(und damit die Energie des Systems) durch die sogenannte Lorentzkurve

F? 1
ﬁ . w 2 ]_
41— -1 —
(wo > T
anndhern. Sie ist symmetrisch zu w, und hat eine Halbwertsbreite (volle Breite bei halber
Hohe) von Aw = w,/Q.

A (w) =~ (MR.18)

Die Lorentzkurve findet sich als Linienform sowohl in der optischen Spektroskopie als auch
als Breit-Wigner-Formel fiir Neutronenresonanzen in der Kernphysik wieder. Auch beim
MoBbauereffekt wird die Resonanzabsorption durch eine Lorentzfunktion beschrieben.
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