SA-G

SA-G Grundlagen zum Versuch Saitenschwingungen

1. Die harmonischeSchwingung

Wir stellenunsfolgendenAufbauvor: EinreibungsfreiaufeinerSchienegelagerteSchlitten

sei einseitigan einer Federbefestigt. Jemandhatihm einenStol3versetzt,und nun gleitet

er rhythmischzur Federhin undvon dieserweg. Wie kbnnenwir dieseBewegunggenauer
kennzeichnen?

Wir sehendalider Schlittenregelmaliigeinender Federaufangungnachsterundeinenihr

fernstenWendepunkerreicht. Die Halfte dieserStrecle nennerwir Amplitude Sieist also
die EntfernungzwischenderRuhelae desSchlittensundeinemWendepunktZum anderen
konnenwir mit einer Stoppuhrmessenwie langeder Schlitten braucht,um einenWen-

depunktwieder zu erreichen.DieseZeit nennenwir Schwingungsdauer, ihren Kehrwert
Frequenz/; letzterebedeutetlsodie Anzahlder Schwingungerpro Zeiteinheit.

Trotzdemwissenwir jetzt nochnicht,wo genausichder Schlittenzu einembeliebigenZeit-
punkt befindet. Unsfehlt die Ortsfunktionin Abhangigleit vonder Zeit Hier hilft unsdie
Kenntnisder herrschendeKrafte weiter. NachNewton ist die Kraft die zweite Ableitung
derOrtsfunktionnachder Zeit (Schreibweise# (¢) oder%, im Folgenderoft aucheinfach
x stattz(t)) multipliziert mit derMassem desSchlittensalso

F=m-i. (SA-G.1)

Die Federhatdie Eigenschaftdalihre Ruckstellkraftmit der Proportionaliitslonstanteri:
linearzuihrer Auslenkungst:

mi =—kx, k>0 .

Wege, Geschwindigkitenund Krafte sind Vektoren und damit gerichteteGrofien. Das Mi-
nusvor der Proportionaligtslonstanterk bedeutetdalRdie Kraft der Auslenkungsrichtung
entggengesetzwvirkt. Die Linearitat von k bedeutet,daR fur eine Stauchungum einen
Bruchteilq - x auchnur derBruchteil ¢ derKraft berdtigt wird, die fur die Stauchungim z
aufgavendetwerdenmuf3. Aus

mi = —kx
erhalterwir durchumformen
mi +kxr =0,
undnachDivisiondurchm
. 9 . k
TH+wrz=0, mtw=14/—. (SA-G.2)
m

w heilBtWinkelgestwindigleit oderKreisfrequenzDieseGleichungstellteinenZusammen-
hangzwischeneiner Funktion und ihrer zweiten Ableitung her, deshalbspricht man hier

auchvon einerDifferentialgleichung UnsereOrtsfunktionmuf3sich mit ihr vertragendas
heildteineLosungder Differentialgleichungsein.Die trigonometrischefrunktionen

z1(t) = Asin(wt) und z5(t) = B cos(wt) (SA-G.3)
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konnendas.(Und siesind,wasgarnichtselbsterstindlichist, die einzigen!). A und B sind
hierbeinochvorlaufig unbestimmteAmplitudentonstanten.z (t) und z.(t) sind harmoni-
scheFunktionendaherder Namefir dieseSchwingungsform.

In unseremGedanlkeneperimentwar dem Schlittenein Sto3versetztworden,der ihn aus
derRuhelaggz = 0) ins Schwingerbrachte Deshalbschreiberwir

z(0) = 0.
UnterdieserBedingungbleibt nur z; (t) alsmoglicheOrtsfunktion,denn

z21(0) = Asin(w-0) =0istmit A # 0 vereinbar
=0

22(0) = B cos(w-0) =0 kannnurmit B = 0 erreichtwerden.
=1
Mit
z(t) = x1(t) = Asin(wt)
als Ortsfunktionist A als die Amplitude bestimmt(0 < |sin(wt)| < 1). Im allgemeinen
Fall, alsobeibeliebigenAnfangsorterund—geschwindigkiten(StoRen) uberlagerrsichdie
Funktionenz,(t) undz,(t) aufkompliziertereArt und Weise(sieheResonanzersuch).

Desweiterenkdnnenwir jetzt auchdie Gestiwindigleit desSchlittensim Nulldurchgang
(alsobeiz = 0) bestimmen:

v(t) =%(t) = %A sin(wt) = wA cos(wt) .

Jetztmusserwir die Zeit einsetzenbeiwelcherz = 0 gilt underhalten:

k
vo = v(0) = Awcos(w-0) =wA =4/ —A.
—_—— m

=1

Soerfahrenwir im NachhineirdurchAblesenderAmplitude A, aufwelcheGeschwindigkit
derStol3denSchlittenzum Zeitpunktt = 0 gebrachhatte.

Schliel3lichergibt sichnochder Zusammenhangwischender beobachtete®chwingungs—
oderPeriodendauer unddenSystemdgifRent undm: NachderZeit T muf3sichderSchlitten
wiederamgleichenOrt befindenwasunszu derBedingungtihrt:

z(t+71)=x(t),
in unserenfall

Asin (w(t + 7)) = Asin(wt + wT)

also wr =27 = \/ T =\ / Tor. (SA-G.4)

Interessantst hierbei, dal3 die Schwingungsdauemicht von der AuslenkungA abhangt,
sondermurvon k undm; sieist eineSystemeignsdaft.
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Die harmonische Schwingung SA-G

1.1. Erweiterungen desSystemgRechnungen im Herleitungsteil)

Bisher wurde der Schlitten nur einseitigan einer Federbefestigt. Wir ersetzenhn jetzt
durchein freischwebendeblassedick, daszwischen2 identischerFederneingespannist
(Abb. SA-G.1). Eserfahrt die rucktreibenderKrafte der beidenFedern,so daf3sich die
Gesamtkraft

mi = —kx + (—kz) = —2kx

ergibt. Wie obenerhaltenwir danndie Kreisfrequenz

______ a _a. :
O Y v
X | _ a a
— Fy
Fx

Abbildung SA-G.1: EinzelnedMassesdick zwischen2 Federn

DasMassedick kannallerdingsauchsenkrechtzu den Federn(in die y—Richtung)ausge-
lenktwerden.Fur kleine Auslenkungerschwingtesdannmit

2 — 2(1 =20, SA-G.5
w, = wy( a) ( )

Dabeiist ay die Langeeinerungespannterg die Langeder gespanntereder Man sieht,
dal3fur sehrstark gespanntd=edern(a > q,) die Trans\ersal—(w,) und Longitudinal—
Winkelgeschwindigkit (w,) gleichwerden.

Mit denGroRenw, undw, habenwir etwasgefundendasmanEigenstiwingungn (oder
Moder) desSystemsiennt.Erhdht mandie Anzahlder Massedicke und Federnaufn bzw.
n + 1, sobildensichfur diesesSystemwiederum2n Eigenschwingungeheraudn in x—
undebensan y—Richtung) mansprichtdannvon einemEigenfrequenzspektrunstii3tman
diesesSystemanunduberif3tesdaraufhinsichselbst solaltsichjeglichesVerhaltendurch
die EigenschwingungenusammensetzeAbb. SA-G.2zeigtschematiscldie trans\ersalen
EigenschwingungeeinerFederlette;sie erinnertschonstarkandie Gestaltwie wir sievon
einerschwingendeibaiteerwarten.
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Abbildung SA-G.2: Trans\ersaleEigenschwingunginerFederlette
2. Wellen

2.1. MathematischeFormulierung

Wiederfangenwir mit einembekanntenBeispielan. Ein Seil seian einerWandbefestigt
undwerdemit derHandstraf gehalten EinekurzeAuf-— undAbbenvegungmit demArm laft
einenWellenzugentstehenderaufdemSeil entlanghuft. Hier gilt es,zurBeschreilnngeine
Funktionder Auslenkungf in Abhangigleit vom Ort z undder Zeit ¢ zu finden. Zunachst
siehtmanzwei EigenschaftenlerWelle:

1. Siehateine(wie auchimmergeartete)Gestalt
2. SiehateineAusbreitungsricitungundeineAusbeitungsg@shwindigleit.

Stellenwir unsvor, die Welle laufe auf der x—Achseentlangnachrechts.Dannkdnnenwir
eineMomentaufnahmeurcheineGestaltfunktionf (z) ausdiicken,zumBeispieldurch

f(z) = Asin(kx). (SA-G.6)

Wie stellenwir aberdar, daf3f () nachrechtsalsozu grol3erenz—\Werten lauft? Betrachten
wir die Funktion
fao(z) = f(x — a), a > 0 undfestgewahit
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Wellen SA-G

Die Funktion f,(x) hatdie gleicheGestaltwie f(z), ist aberum a nachrechtsverschoben.
DaskannmansichanhanceinerSkizzeklarmachen:

(z — a) liegtuma links von z. Soll nun f, fur beispielsweise, bestimmtwerden,so mufi3
der Funktionswertvon f ander Stelle (zo — a) genommernwerden. Passiertdies nun fur
jedesz, sobaut f, die gesamte~unktion f mit einerVersetzungim a nachrechtswieder
auf. Die Funktion f ,(z) = f(z + a) leistetdasGleiche,nur mit der Verschieling nach
links.

LaRtmanjedocha nichtfest,sonderdaltesmit derZeit wachsenalso
a = ct, ¢ > 0 undfest

sosiehtman,dalRzu jedemZeitpunkt

fi(z) = f(x — ct)

die Gestaltvon f entsprechendachrechtsverschoberarstellt. Jegrof3ert (alsoje spater)
und je groRerdie Konstantec gewahlt ist, destoweiter rechtsliegt f;. Damit wird auch
verstindlich,dal3c eineGestwindigleit ist:

In derZeit t, ist die Funktion f; umdenWeg ct, nachrechtsgevandertGeschwindigkitist
Weg pro Zeit, alsocty /ty = c. Jetztkonnenwir GestaltLaufgeschwindigkit und—richtung
mathematisctiormulieren.

Nunistabemichtjedenachrechtsoderlinks laufendg Gestalt—) Funktiomucheinemogliche
Welle. Dazumuf3sienochderWellengleidhiunggeriigen,die,wie die Schwingungsgleichung
weiteroben,aucheineDifferentialgleichungst. Sieistim Herleitungsteidamgestellt. Unser
gewahltesBeispiel

fuw(z,t) = Asin(kx — wt) (SA-G.7)

erfullt sieebensavie
feos(z,t) = Bcos(kz — wt).

Mit f,, habenwir jetztdie Moglichkeit, die Wellenlange A zu definieren Wir fordern,daf3

fw(m + /\,t) = fw(xat):

daf3sich also beim Weiterricken der Welle um A wieder ,dasgleicheBild bietet. Man
sprichthierauch,in Analogiezur Zeitperioder, von derRaumperiode\. Damit ergibt sich

Asin(k(z + X) — wt) = Asin(kz + kX — wt) = Asin(kz — wt);
eineBedingunggdie nur mit
kXA = 2mn

erfullt werdenkann.Eine VerschiebingseinesArgumentesim 27 verandertdenFunktions-
wert einerSinus—oderKosinusfunktiomicht. Bleibt festzuhalten:
2T

A= - "= 1 zur Definition von \. (SA-G.8)
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k nenntmanauchWellenzahl

Alle LosungerderWellengleichundassersichaustrigonometrischeiVellenfunktionermit

verschiedenelVinkelgeschwindigkitenund Amplitudenlonstanteradditiv aufbauen.Das
bedeutetdal3jederWellenzug,der selbernicht wie ein reiner SinusoderKosinusaussieht,
eindeutigin ein Amplituden—und Frequenzspektruraerlegt werdenkann. Das soll hier

unbeviesenbleiben,aberder weitreichenderkKonsequenzewegenerwahntwerden. Zum

Schlul’diesesAbschnittsseibetont,dal3die gesamteBegriffsbildungwie Wellenlange Fre-

guenzetc. andie trigonometrischerunktionengetundenist.

2.2. Der Zusammenhangvon Welle und Schwingung

Wir habenaberauchdie Moglichkeit, unserAugenmerknicht auf die laufendeWelle, son-
dernaufeinenfestenPunktdesSeileszurichten.Erreichtihn die Welle, sowird ertrans\er
salausgelenktist sie iberihn hinweg, befindeter sichwiederin Ruhe.Wellenwerdenalso
durchSchwingungewermittelt. Die Schwingungsdauer eines(Seil-) Punktegst somitdie
Zeit, in derdie Welle umihre Wellenlange) gevandertist:

c= % = A (SA-G.9)
T ist, wie wir bei der Schwingung Gl.SA-G.4)gesehernabeniberdie Kopplungder Teil-
chendesMediums(im Federmodeldie Konstantek) und derenMassenbestimmt. Ist die
Kopplungnun stark (grof3esk), wird die Ausbreitungsgeschwindigit einer Welle mit fe-
stem )\, grof3erseinals bei schwacher(kleinesk). So wird auchplausibel,warum sich
Schallin Festlkorpernschnelleralsin Wassemundin diesemwiederumschnelleralsin Luft
ausbreitet.Medien, die groReWellengeschwindigkitenzulassennenntmanbeziglich der
betrefendenWellenart(z. B. akustischoderoptisch)diinn; an Grenzschichtennterschied-
lich dichterMedientritt Brechungauf. DiesesDichte—\érstindnishatbei Schalivellennur
zumTeil mit derublichenBedeutungron Dichte als Massepro Volumeneinheitdemspezi-
fischenGewicht, zu tun. Warum?

In unseremVersuchbetrachterwir eine gespannté&aite,alsoein eindimensionalesonti-

nuierlichesMedium. Danngehendie einzelnenFederspannunget(a; — a) der Federlette

(Abb. SA-G.2)uberin einedurchgangigeSaitenspannung, unddie diskretenMassesdicke
m; in die Saiten—Massedichie (in kg/m). Wie im Herleitungsteigezeigtwird, gilt dann:

T

c= m (SA-G.10)

2.3. Dielnterferenz

Was bedeutendas Superpositionsprinzipdie Interferenz oder das Prinzip der additiven
UberlagerungvonWellern? Lassenwir zwei Wellenzige (zum Beispielgleichzeitiganden
entggengesetzteBndeneinesSeiles)starten.Sielaufenaufeinanderu, durchdringersich

gegenseitigund bewegensich danachohneAnderungihrer Gestaltweiter. Seienf, (z — ct)

6



Wellen SA-G

und fo(z + ct) die entsprechendemandernderestaltfunktionendie Seilauslenkungebei
Anwesenheihur einesWellenzugesomitbekannt.

Wie ist aberdie Ortsfunktiony(z,t) desSeilesim Durchdringungsbereictier Wellen? Es
gilt dasPrinzip der additivenUberlagerung

y(z,t) = fi(z — ct) + fa(x + ct). (SA-G.11)

Die AuslenkungeinesSeilpunktest, zum Zeitpunktt, ergibt sichalsoimmerausder Sum-
me der einzelnenWellenfunktionen. Diese Funktion y(x, t) gilt allgemeinfur dasganze
Seil: Anwesenheinur einesWellenzugesf; beiz; undt; bedeutefa f(x1,t;) = 0, also

y(z1,t1) = fi(z1,t1).

Im Zusammenhangit demBeugungsersuctseihiernochdasHuygenssdePrinziperwahnt.
Wir stellenunseine zweidimensionalénordnungvon identischenMassedicken vor, die
schachbrettartigwischeridentischerFederraufgelangtsind. Ein Massedsickwerdeausge-
lenkt. Natirlich rei3tesseineNachbarrentsprechendeinefKopplungmit. Diesevollfihren
jetztihrerseitsdasGleiche.Jedichternundie Massesdicke angeordnesind,destomehrwird
sichdasMusterderweitelgegebenerschwingungerinerKreiswellenahern.Die mitgeris-
senerNachbarrnosenhrerseitsjeweils spaterundaninremOrt, wiedereineKreiswelleaus.
Trotzdemsehenwir nur eine,namlich die, welchevom anfangsausgelenktemMassedick
loslief. Ihre Erscheinungst dasErgebnisder Uberlagerungaller Kreiswellen die von ei-
nem jedenMassedick ausgehen.Waswir alsoseheniist ein Interferenzbildsogenannter
ElementarwellenEine jegliche Wellenausbreitungn einemMedium, die Fortpflanzungei-
nerjeglichenWellenfrontistimmerdaslnterferenzbildderraumlichundzeitlichverschieden
startenderelementarerKugelvellen; lediglich unsereEinschankungauf eine zweidimen-
sionaleAnordnunghatunszu elementaretKreiswellengefuhrt.

2.4. Die Reflexion

Im Fall der Reflexion einer Welle am Seilendedurchdringensich zwei Wellenzige, von
denenim weiterender einlaufendef;(z,t) und fa(z,t) der auslaufendesei. Nachdem
UberlagerungsprinzimuR3esalsoheil3en:

y(z,t) = fi(z — ct) + folz + ct).

Gesetztdie Gestaltder einlaufendenMelle f; seibekannt,so konnenwir die Gestaltder
auslaufendeiberechnenDies geschiehtlurchdie FormulierungeinergeeigneterRandbe-
dingung

Mit = = 0 alsdemVeranlerungspunktesSeilesschreiberwir:
y(0,t) =0, (SA-G.12)
dennhier kannsichdasSeil nicht bewvegen. Esfolgt:
y(0,t) = f1(0 — ct) + fo(0 + ct) = 0,
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undsomit
—fi(=ct) = falct). (SA-G.13)

ct durchbuftdengesamterbefinitionsbereichsodalidieseBeziehungnhur erfullt ist, wenn
f2 die Punktspigelungvon f; am UrsprungdesKoordinatensystemist. Damit habenwir
ausder Gestaltdereinlaufenderdie derauslaufendefiVelle bestimmt.

Vorsicht: Man kannebennicht behauptendal3 f;(0,¢) = f»(0,¢) = 0, dadie Bedingung
y(0,t) = 0 durchinterferenzvon Funktionenzu erreicherist, die selberungleichNull sein
konnen.

Anmerkungfir die Reflexion amlosenEnde:Esemibt sich,dalR3die Gestaltderreflektierten
Welle die Spiggelungder Gestaltder einlaufenderandery—Achseist.

fi(—ct) = fa(+ct). (SA-G.14)
Im Federletten—Modellwird dasplausibel:Eine Trans\ersalvelle laufe auf dasK ettenende,
alsodasletzte Massedick, zu. Dieseswird ausgelenktphneseinerseittNachbarnn Lauf-
richtungauslenlenzu miissenlst esauf demZenit seinerAuslenkungangelangtsoist sein
Nachbar(alsoin Gegenlaufrichtungschonumgelehrt. Jetztspanntsich die Feder undder
Nachbarwird wiederin die gleicheRichtungundin gleichemMal3ewie vorherausgelenkt
(Enegieerhaltung!) Abb. SA-G.3zeigtbeideFalle.

festes Ende |oses Ende

einlaufend einlaufend / \

auslaufend E—
auslaufend

Abbildung SA-G.3: Reflexion einerSeilschwingundpei offenemundgeschlossenefnde

2.5. Die stehendeWelle

Halt mannunbeideEndendesSeiles(odereinerSaitederLangelL ) fest,sokodnnenin ihr
nurWellenuntegebrachiwverden die derBedingung

y(0,8) = y(L,t) = 0 (SA-G.15)
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gerigen.Fur einelaufendeSinuswelle
fuw(z,t) = Asin(kx — wt)

bedeutetlies,dalRsieundihrereflektierteWelle,auchein Sinus,beiz = 0 undz = L immer
zuNull interferierermiissenReflexion anzweifestenEnden).Dabeientstehein statiorares
(d. h. zeitlich unveranderlichesBild, eine stehenda)\elle derselbenNellenlangewie f,,.

Die dabeiauftretenderSchwingungsgebieteenntmanWellenkiAude, die Ruhezonemel-

lenknoten Die Randbedingunguhrt anschaulictzur Forderungdaf3sichihre Wellenlange
immerhalbzahligin die Saiteningeeinpassemuf3(n ist einebeliebigenatirliche Zahl):

n% = L. (SA-G.16)
Undwegen
poW o _onm
¢ XN L
gibt esfir jedesn mit
W = % (SA-G.17)

eine Eigenfrequenzy,,. DieseEigenfrequenzekodnneneinzelnangergt werden,so daf}
dasSchwingungsbilceiner Saite daseiner stehendeWelle mit entsprechendielen Wel-
lenknotenund Wellenkauchenist. Die Anzahlder Wellenknoten; gibt die Ordnungn der
angergtenEigenfrequenan:

n=j+1 (SA-G.18)

Dabeidurfennaitirlich die Randpunktenicht als KnotenmitgezAhltwerden.

Mit den Eigenschwingungeder Saite verhalt es sich so wie mit deneneiner Federlette:
Zupft mansie an, sosetztsichihr Schwingungsegrhaltenausschlief3liclkausdiesenzusam-
men. Wie stark dabeiwelche Eigenschwingungzum Tragenkommt, wird von den An-

fangswerterbestimmt,alsodemOrt und der Art der Auslenkung.Der Klang von Streich-
instrumenterbeispielsweisdangtentscheidendlazon ab, an welcherStelle mit welchem
Bogendruckund welcherBogengeschwindight) die Saitegestricherwird. Wie immerso
gilt auchhier: Wer die Herleitungvertiefenwill, seiauf3.3.verwiesen.

3. Herleitungen
3.1. Longitudinal- und Transversalschwingungen

Zunachstbetrachtenwir den Fall eineszwischenzwei identischenFederneingespannten
Massedickes(sieheAbb.SA-G.1). Bei einerLangea, derungespannteRedernergibt sich
fur denKorperin z—Richtungdie Bewegungsgleichung

mi = k[(a — ag) — z] — k[(a — ag) + 2] = —2kz , (SA-G.19)

dadie Federin einerRichtungum denBetrag|a — a,| gestauchtundin derandererRichtung
um denselbenBetraggestrecktwird. Im Gleichgevicht, d.h. z = 0, ist jede Federmit der
Kraft

F, =k(a — ap) (SA-G.20)
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gespanntdie Gesamtkrafverschwindejedoch,dadie Einzelkiafte in entggensetztdich-
tungwirken. GleichungSA-G.19ist die Differentialgleichunginerharmonischerschwin-
gungmit derWinkelgeschwindigkit

wy = 4] = . (SA-G.21)
m

Schwingungerin Richtungder FederheiRenongitudinaleSchwingungen.

TransvesaleSchwingungensenkrechizur RichtungderFedernn Ruhe,erhalt man,indem
mandie Massein y—Richtungauslenkt.Dabeiwerdendie Federnauf die Langey/a? + 12
(Satz des Pythagorasyusgedehnt.Die resultierenderKrafte in z—Richtunghebensich
natirlich gegenseitigauf. In y-Richtungentstehjedocheineriicktreibende&raft der Grol3e

F, = —2k(y/a? + 4% — ag)sin® ; sin@ = ——2— (SA-G.22)

bzw
a a y? —1/2
F,= —2ky(l— —2—)=—2ky |[1-2(1+Z . SA-G.23

DieseBewegungsgleichungatnichtmehrdie einfacheFormwie diein x—Richtung.Obdie
harmonische&schwingungeine gute Naherungdarstellt,hangtvon demnichtlinearenTerm
(2kyag/+/a? + y2) in GleichungSA-G.23ah Mit der EntwicklungdesWurzelausdrucks

2 2 4
Yo\ 12 ly” 3y
14+ = T e A-G.24
( +a2) 2a2 8a* (SA-G.24)
kannGleichungSA-G.23durchdenAusdruck
F, ~ —2ky(1 — %) - k—i‘)y?’ (SA-G.25)
a a

gerahertwerden.Fur sehrkleine Wertevon y kannder kubischeTerm vernachéssigtwer-
den,unddamitwird die Winkelgeschwindigkit dertrans\ersalerSchwingung

2 _ 2k(1 — ag/a) 2

N

Qo

). (SA-G.26)

e a > ay. Fur einestarkgespannté-ederist a viel grol3erals a; und damitschwingt
dieseFederin z—Richtungmit dergleichenFrequenavie in y—Richtung.

e Ist die Federnicht sehrstark gespanntso erhalt man fur kleine Amplituden eine
harmonischeschwingungmit einer niedrigerenFrequenzals die der longitudinalen
Schwingung. Die Frequenzwird hdherbei groRererSpannunga — aq) der Feder
Genaudiesist auchbei einerSaiteder Fall. Man stimmtein Saiteninstrumertidoher
indemmandie Saitenspannungrhbht.

e a = qg. Im Fall einerungespannteRederist

k
Fy=—=y° (SA-G.27)
Qg
undmanerhalt nurfur sehrkleine Auslenkungereineharmonisch&chwingungdenn
dieserticktreibendeKraft ist keineswegslinear.
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3.2. Eigenschwingungen

Als nachsteKomplikationsoll der Fall betrachtetverden,in demz2 identischeMassedicke
zwischen3 identischerFederneingespannsind (sieheAbb. SA-G.4). Wir untersuchemlie
longitudinalenSchwingungen.

Abbildung SA-G.4: Zwei Massedicke zwischen3 Federn

Wird die ersteMasseum z; unddie zweiteum x5, ausgelenktsolautendie Bewegungsglei-
chungerfir die beidenMassenn z—Richtung
m:}il + kﬂ?l + k(xl — .TQ) =0
mig + k.’EQ + k(ﬂ?Q — 371) =0
(SA-G.28)
bzw.

mfl-ﬁ + 2k$1 — k$2 =0
m&iz + 2]€l‘2 — kl‘l =
(SA-G.29)

Die allgemeineLosungdiesergekoppeltenDifferentialgleichungkann einensehrkompli-
ziertenVerlaufhaben.DasSuperpositionsprinziprlaubtesjedoch,auchkomplizierteFunk-
tionen als UberlagerungginfacherharmonischeSchwingungerdarzustellenpei welchen
die zwei Massemit gleicher FrequenaindfesterPhaseschwingen Diesebesonderginfa-
chenLdsungemenntmandie EigenschwingungeaderModendesSystems.

Wahlt manfir die gesuchter.6sungerder GleichungSA-G.29harmonischéunktionen
x1 = Ajcos(wt) ;g = Ascos(wi) (SA-G.30)
anundsetztdiesenAnsatzin die Bewegungsgleichungeain, sogilt

—w2A1 + 2£A1 — EAQ =0
m m

k k
—w2A2 + 2—A2 — —A1 =0 y
m m

(SA-G.31)
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bzw. mit k/m = w?

(CL)Q — 26()3)141 + ngQ
WA + (W? —2wi)Ay = 0.
(SA-G.32)

DiesesGleichungungssystemird fir

e A; = A; mit w = wy erfullt. Dasbedeutetie beidenMassenbenegensich mit der
Frequenzdie manfir ein Massedick an einer Federerwartet,in Phaseso dal3die
mittlere Fedemie gespanntvird.

o A = —A; mitw = V3w gelost. Dasheil3tdie zwei Massenbewegen sich stets
entwederaufeinanderu odervoneinandeweg (Phasewverschieling 180°). Die Fre-
guenzwird dabeihdher danunalle drei FedernanderBewegungbeteiligtsind.

Fur eine straf gespanntd-eder(a > ay) ergebensich ganzanalogdiesebeidenEigen-
schwingungemn trans\ersaleRichtung,washier abernicht gezeigtwerdensoll.

Die vollstandigeL dsungder Bewegungder beidenMassesdicke sovohl in z— alsauchund
y— Richtungsetzt, wie bei der harmonischerSchwingung,die Kenntnisder Anfangsbe-
dingungenfir die Lage und die Geschwindigkitender beidenMassenvoraus. Auch fur
dreiMassenassersichdie entsprechenddaigenfrequenzenocheinigermafierinfachan-
geben. Koppeltman hingegenn Massedicke mit Federn(ohneBeweis), so wird mann
longitudinaleund n trans\ersaleEigenfrequenzefinden,ausdenensichjedenur denkbare
SchwingungsforndieserKetteaufbauernaldt. In Abbildung SA-G.2sind die trans\ersalen
Eigenschwingungeron Kettenmit wachsendeZahl von Massedicken gezeigt. Deutlich
ist zu erkennen,daf3die niedrigenModender Kettenmit hoherem/N schonsehrdemBild
ahnelndasmanfur die trans\ersalerSchwingungerminerSaiteerwartet.

3.3. Wellengleichungeiner schwingendenSaite

Um zu einer Beschreiling der Saitenschwingungu gelangen,
ows berdtigt man den Ubeigang von diskretenMassedicken m; zu

y
% fdy einer kontinuierlichenMassenerteilung und von den einzelnen
‘ 5.\ . Spannungeti(a; — ag) zu einerFederspannun@'. Die kontinu-
dx dF, ierliche Massenerteilungwird durchdie Saitendichtg: beschrie-

ben,die in Einheiten[kg/m] gemessenvird. Betrachtetmanein
Abbildung  SA-G.5: Elementds einerFeder dasum dy ausder Ruhelageausgelenkt
Bezeichnungen zur wurde,sogilt mit denBezeichungein Abb.SA-G.5firr die trans-
Ableitung der Wellen- versal riicktreibendé<raft

gleichung
dFy, = TsinOg14; — T'sinO,

= Tsin®, + (%(T sin ©;)dz — T'sin O,
_ (%(T sin ©,)dz | (SA-G.33)
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wobeiwegenderinfinitesimalenAnderungerin z— undy—Richtungdie Taylorentwicklung
der Komponentaler Spannungn y—RichtungnachdemerstenGlied abgebrochemverden
kann.Fur kleineWinkel © gilt

Sin® ~ tan © ~ @ ,
ox

daderWinkel © die Auslenkungausder Ruhelagdy = 0) beschreibt.Damitlaftsichdie
KomponentalerKraft in y—Richtung(Gl. SA-G.33)durch

0 0y
dFy, = 0z (Tﬁx

)dx = T@dx (SA-G.34)
T oz '
dadie Spannund’ nichtvom Ort abrangt. NachdemNewton’schenGesetanul3dieseKraft

einerBeschleunigunginesMassenelemenia y—RichtungentsprecherkEsist

0%y

m = puds ~ pdx und ay =55 -

Damit erhalt maneine Beziehungdie die zweite Ableitung der transvesalenAuslenkung
in y—Richtungin Abhangigleit vom Ort z auf der Saitemit der zweitenAbleitung dersel-
benGroRRein Abhangigleit von der Zeit, dasheil3taberder Beschleunigungn y—Richtung,
verknipft. Die Wellengleihungfir die Saitenschwinguntautetalso

0%y

0%y

bzw.
Py Ty 0%

Nicht durch Zufall schreiberwir ¢? fur dasVerhaltnis aus Spannungund Dichte, dennc
ist in der Tat die Ausbreitungsgeschwindigkt der Welle auf der Saite,sowie in der Optik
die Lichtgeschwindigkit c die Ausbreitungsgeschwindigit derelektromagnetischeéWelle
beschreibt.

Die LosungerderWellengleichundGl. SA-G.35)lassersichdurchFunktionen

y(x,t) = fi(z — ct) + fo(x + ct)

darstellenwie mandurchEinsetzersieht. Allein schonin dieserFormelstehtdasUberlagerungsprinzip
derWellen: LosungerderWellengleichungaddierersichwiederzu einerLdsung.

Eineharmonischd&unktionderArt

f(z,t) = Asin %(a: — ct) = Asin(kz — wt)
mit £ = w/c, derWellenzah(k hatdie DimensionLange™1), erfullt die WellengleichundSA-

13
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G.35),dennesist

Of(z,t) _
5 = wA cos(kzx — wt)
an(.T, t) _ 2 :
—aE =¥ Asin(kz — wt)
of g; ) A cos(ka — wt) (SA-G.36)
an(CC,t) _ 2 :
B I —k*Asin(kz — wt)
unddamit
O f(z,t) 24w 1224 _ 2 0% f(z, )
—ap =W Asin(kx — wt) = —k*c" Asin(kz — wt) = ¢ oz

Bei einerschwingendeisaitederLangelL ist nundie Randbedingungjalddie Auslenkung
an den Endenverschwindetund damit nur eine stehendéAklle eine Giber einenlangeren
ZeitraumstabileLosungder Wellengleichungdarstellt. Eine mogliche Losungder Wellen-
gleichungerhalt manmit demAnsatz
y(z,t) = Asin(kz — wt) + Bcos(kz — wt)
+ C'sin(kz + wt) + D cos(kz + wt) (SA-G.37)

Aus denRandbedingungefGl. SA-G.15)ergebensich
A=C und B=-D,

denndannhebensich fur alle Zeiten jeweils die sin und cos Ausdiicke gegenseitigauf.
UnterVerwendungler Additionstheoreméir die Winkelfunktionen

sin(a £+ ) = sinacos § + sin fcos a

cos(a £ 3) = cos awcos § F sin acsin
laRtsichderLodsungsansatzchreiberals
y(z,t) = Afsin(kz — wt) + sin(kz 4+ wt)] + Blcos(kx — wt) — cos(kx + wt)]

= 2Asinkz coswt + 2B sin kz sin wt
= 2[Acoswt+ Bsinwt]sinkz . (SA-G.38)

Zum andererbedeutetlie Randbedingung(L, t) nun,dal

sinkL =0 = kL=nr bzw w, = %m (SA-G.39)

geltenmul3. Esgibt alsonicht nur eineL6sung,sonderrunendlichviele, die jedochalle die
Bedingungerfullen missendalidie Eigenfrequenzen, ein Vielfachesder Grundfrequenz

w = w% (SA-G.40)
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seinmussen.

Insgesamtvird alsoeineFunktion

y(x,t) = Z(An sin wyt + B, cos wyt) sin Y (SA-G.41)
c

n=1

einestehenddransvesaleWelle auf einer SaitebeschreibenDie Amplitudenkoefizienten
A, und B,, konnenbei der gleichenSaiteverschiedentlictvorkommen. Sie werdendurch
die Anregungbestimmt,dasheifl3twie die Saitegezupftwurde(anwie vielen Ortenund mit
welcherAuslenkung).

3.4. Kurzer Ausflugin die Musik

Schwebung

------ 2% cos(x/10) — sin(x)+sin (0.9*x)

-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160

Abbildung SA-G.6: SchwelingzweierharmonischeSchwingungen

Wie obenerwahnt,laRtsichjedeSaitenschwingundurcheineUberlagerunglerverschiede-
nen Eigenschwingungereiner sogenannteourierreinen—Entwiklung darstellen.Dabei
tragenverschieden®bertnemit unterschiedlichemplitudenbeiundbildensodencha-
rakteristischerlfon einesinstruments,der auch durch unterschiedlicheAnregung variiert
werdenkann.

Die Schwelnng ist ein weitereswichtiges Pranomenfur den Sinneseindruck/on Tonen.
Uberlagernsich zwei harmonischeSchwingungerunterschiedlicheFrequenz,so ist die
Einhullende der Extremawieder eine harmonischeSchwingung,jedochmit einer niedri-
gerenFrequenz.In Abb. SA-G.6ist dasBeispielzweier Schwingungergezeigt,die einen
Frequenzunterschiesn 10% aufweisenDie Einhilllendeder Maximaist wiedereinehar
monischeSchwingung,jedochist die Frequenzum einenFaktor 10 niedrigerals die Fre-
guenzder EinzelschwingungenDieserUmstandist fur unserHorempfindenvon ganzent-
scheidendeBedeutung.

Die Stimmungder Tonleiter hangtnun eng mit den Oberbnenzusammen.Die Frequen-
zenharmonistier Obertnesind ganzzahligeVielfachedesGrundtonsd.h. estretenkeine
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Ton C2 F3 C3 C4 C5 G5 C6 E6 G6 B6
Verhaltnis | 1/4 1/3 1/2 1 2 3 4 5 6 7
v[Hz] 65 87 130 | 260 | 520 | 780 | 1040| 1300| 1560| 1820
Ton C7 D7 E7 | Fis7| G7 | Gis7| B7 H7 C8
Verhaltnis| 8 9 10 11 12 13 14 15 16

v[HZ] 2080| 2340| 2600 | 2860 | 3120| 3380 | 3640| 3900| 4160

TabelleSA-G.1: Skalader 18 nachstersub—und harmonisched onefiir denGrundtonC4
(v = 260 Hz)

Schwelingenauf. Der Grundtonkannjedochebenélls ObertoneinestieferenTons sein.
Man bezeichneals subharmonisice Tonesolche,derenFrequenzin ganzzahligeifeil des
betrachteteGrundtongst. Zum Beispielist die mittlere TasteaneinemKlavier dasC4 (das
ist dasC der4. Oktave) mit etwa v = 260 Hz. Damit errélt manals Skalader 18 nachsten
sub—undharmonischeifonediein Tah SA-G.1zusammengestelltaste.

Die ,reiné Dur—Tonleiterder Oktave von C4 bis C5 (dassind die wei3enTastenzwischen
C4 und C5) umfalR3tnun subharmonischand harmonischealerin der TabelleSA-G.1 auf-
gefuhrtenTone, so dalRdasIntervall in derin Tabelle SA-G.2 gezeigtenWeise aufgefillt

wird; wobei die Frequenzeriur dasBeispielder Oktave C4 bis C5 gelten. DasA, dasin

der obigenListe der Oberbne nicht auftaucht,wird dabeials 5/4F (gro3eTerz ibermF)

eingefihrt. Die Frequenzerhaltnisseeiniger Tonschrittein dieserStimmungsind ebenélls

in TabelleSA-G.2fur die ,reiné Stimmungange&eben.

1. Kleine Sekunde~/E=C/H=16/15 = 1.067

2. Grol3eSekundeD/C=G/F=A/H=9/8=1.125, E/D=A/G=10/9=1.111
3. Kleine TerzG/E=C/A=6/5=1.2, F/D=32/27=1.185

4. Grol3eTerzE/C=A/F=H/G=5/4=1.25

5. QuinteG/C=H/E=H/F=3/2, A/ID=40/27=1.481.

An dieserListe erkennt man sofort dasProblem,daseine ,rein¢ Stimmungfir ein Ta-
steninstrumentnit sich bringt. Es gibt offensichtlichunterschiedlich&requenzerhaltnisse
fur dieselbeAnzahlvon Tonschrittenje nachdeman welcherStelleder Tonleitersichdas
Intervall befindet. AngenommerdasKlavier ware entsprechendbigemBeispielrein ge-
stimmt, dann hatte man schonein Problem,wenn man eine Tonleiter beginnendvom D
spielenwollte. Als folgendenTon berbtigt mandie erstegroReSekunded.h. die Frequenz
vy = vp - 1.125 = 329.1 Hz, dassind immerhinschon4 Hz mehrals das,reiné E, das
ausgehengdom C zu 325 Hz gestimmtwurde. DieseSchwierigleit wird bei Tasteninstru-
mentendadurchumgangendal3dasFrequenzerhaltnis zwischenzwei Halbtbnenkonstant
zu2'/1?2 = 1.0594631 gewahltwird undsoeineOktave in 12 Halbtneaufgeteiltwird. Die-
se Stimmungwird alswohltemperiertbezeichnetind hatsichin Europamit demEndedes
17.Jahrhundertdurchgesetzt.
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Stimmung
rein

v[HZ]
wohltemp.
v[Hz]

C
1
260
1
260

D
9/8
292.5
92/12
291.8

E
5/4
325

24/12
327.6

F
4/3
346.7
95/12
347.1

G
3/2
390

97/12
389.6

A
5/3
433

99/12
437.3

H
15/8
487.5
911/12

490.8

C
2
520
2
520

TabelleSA-G.2: VergleicheinerDur-Tonleiterin reinerundtemperierteiStimmungfir den

GrundtonC4 (v = 260 Hz)
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