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SA-G Grundlagen zum VersuchSaitenschwingungen

1. Die harmonischeSchwingung

Wir stellenunsfolgendenAufbauvor: Ein reibungsfreiaufeinerSchienegelagerterSchlitten
sei einseitigan einerFederbefestigt. Jemandhat ihm einenStoßversetzt,und nun gleitet
er rhythmischzur Federhin undvon dieserweg. Wie könnenwir dieseBewegunggenauer
kennzeichnen?

Wir sehen,daßderSchlittenregelmäßigeinenderFederaufḧangungnächstenundeinenihr
fernstenWendepunkterreicht.Die Hälfte dieserStrecke nennenwir Amplitude. Sieist also
dieEntfernungzwischenderRuhelagedesSchlittensundeinemWendepunkt.Zumanderen
könnenwir mit einer Stoppuhrmessen,wie langeder Schlittenbraucht,um einenWen-
depunktwiederzu erreichen.DieseZeit nennenwir Schwingungsdauer� , ihren Kehrwert
Frequenz� ; letzterebedeutetalsodie AnzahlderSchwingungenpro Zeiteinheit.

Trotzdemwissenwir jetztnochnicht,wo genausichderSchlittenzueinembeliebigenZeit-
punktbefindet.Uns fehlt die Ortsfunktionin Abhängigkeit vonder Zeit. Hier hilft unsdie
Kenntnisder herrschendenKräfte weiter. NachNewton ist die Kraft die zweiteAbleitung
derOrtsfunktionnachderZeit (Schreibweise:

������	� oder 
���

�� � , im Folgendenoft aucheinfach� statt �����	� ) multipliziert mit derMasse� desSchlittens,also��� ��� ���� (SA-G.1)

Die Federhatdie Eigenschaft,daßihre Rückstellkraftmit derProportionaliẗatskonstanten�
linearzu ihrerAuslenkungist: � �� ��� � ��� � �"! �
Wege,GeschwindigkeitenundKräftesindVektorenunddamitgerichteteGrößen.DasMi-
nusvor derProportionaliẗatskonstanten� bedeutet,daßdie Kraft derAuslenkungsrichtung
entgegengesetztwirkt. Die Lineariẗat von k bedeutet,daßfür eine Stauchungum einen
Bruchteil #$� � auchnur derBruchteil # derKraft ben̈otigt wird, die für die Stauchungum �
aufgewendetwerdenmuß.Aus � �� �%� � �
erhaltenwir durchumformen � ��'& � � � ! �
undnachDivisiondurchm ��'&)(+*,� � ! � mit ( �.- �� � (SA-G.2)( heißtWinkelgeschwindigkeit oderKreisfrequenz. DieseGleichungstellteinenZusammen-
hangzwischeneiner Funktion und ihrer zweitenAbleitung her, deshalbspricht man hier
auchvon einerDifferentialgleichung. UnsereOrtsfunktionmußsichmit ihr vertragen,das
heißteineLösungderDifferentialgleichungsein.Die trigonometrischenFunktionen�0/1���	� �3254	687 �9(:�	� und � * ���	� �<;>=1?@4 ��(:�	� (SA-G.3)
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könnendas.(Undsiesind,wasgarnichtselbstversẗandlichist, dieeinzigen!).
2

und
;

sind
hierbeinochvorläufigunbestimmteAmplitudenkonstanten.�0/1���	� und � * ���	� sindharmoni-
scheFunktionen,daherderNamefür dieseSchwingungsform.

In unseremGedankenexperimentwar demSchlittenein Stoßversetztworden,der ihn aus
derRuhelage( � � ! ) insSchwingenbrachte.Deshalbschreibenwir��� ! � � ! �
UnterdieserBedingungbleibt nur �0/1���	� alsmöglicheOrtsfunktion,denn�0/A� ! � � 2�4	687 �9( �B! �C D1E FGIH � ! ist mit

2KJ� ! vereinbar�� * � ! � � ;.=1?L4 ��( �M! �C D1E FG / � ! kannnur mit
;N� ! erreichtwerden.

Mit �����	� � �0/1���	� �3254	687 �9(:�	�
als Ortsfunktionist

2
als die Amplitude bestimmt( !PORQ 4,687 ��(:�	� QSOUT ). Im allgemeinen

Fall, alsobeibeliebigenAnfangsortenund–geschwindigkeiten(Stößen),̈uberlagernsichdie
Funktionen�0/����	� und � * ���	� aufkompliziertereArt undWeise(sieheResonanzversuch).

Desweiterenkönnenwir jetzt auchdie Geschwindigkeit desSchlittensim Nulldurchgang
(alsobei � � ! ) bestimmen:

VW���	� �YX�����	� � ZZ � 254,6[7 ��(:�	� � ( 25=1?@4 ��(:�	�:�
Jetztmüssenwir dieZeit einsetzen,bei welcher� � ! gilt underhalten:V H � VW� ! � �<2 ( =1?L4 ��( �B! �C D1E FG / � ( 23�.- �� 2 �
Soerfahrenwir im NachhineindurchAblesenderAmplitude

2
, aufwelcheGeschwindigkeit

derStoßdenSchlittenzumZeitpunkt � � ! gebrachthatte.

Schließlichergibt sichnochderZusammenhangzwischenderbeobachtetenSchwingungs–
oderPeriodendauer� unddenSystemgr̈oßen� und � : NachderZeit � mußsichderSchlitten
wiederamgleichenOrt befinden,wasunszuderBedingungführt:������& � � � �����	�:�
in unseremFall 254,6[7 �8(\���0& � �,� �<254	687 �9(:�]&)( � �^�

also ( � �`_bac�.- �� � � � � - � � _ba � (SA-G.4)

Interessantist hierbei, daßdie Schwingungsdauernicht von der Auslenkung
2

abḧangt,
sondernnur von � und � ; sieist eineSystemeigenschaft.
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Die harmonische Schwingung SA-G

1.1. Erweiterungen desSystems(Rechnungen im Herleitungsteil)

Bisher wurde der Schlittennur einseitigan einer Federbefestigt. Wir ersetzenihn jetzt
durchein freischwebendesMassesẗuck, daszwischen2 identischenFederneingespanntist
(Abb. SA-G.1). Es erfährt die rücktreibendenKräfte der beidenFedern,so daßsich die
Gesamtkraft � �� �%� � �d&<� � � �W� �e�f_ � �
ergibt. Wie obenerhaltenwir danndie Kreisfrequenz

( 
 �.- _ �� �

a a

x

Fx

a a
Fy

y

AbbildungSA-G.1:EinzelnesMassesẗuckzwischen2 Federn

DasMassesẗuck kannallerdingsauchsenkrechtzu denFedern(in die g –Richtung)ausge-
lenktwerden.Für kleineAuslenkungenschwingtesdannmit( *h � ( *
 � T ��i Hi ��� (SA-G.5)

Dabei ist i H die Längeeinerungespannten,a die Längeder gespanntenFeder. Man sieht,
daßfür sehrstark gespannteFedern � i`j i H � die Transversal– �9( h � und Longitudinal–
Winkelgeschwindigkeit ��( 
 � gleichwerden.

Mit denGrößen ( 
 und ( h habenwir etwasgefunden,dasmanEigenschwingungen (oder
Moden) desSystemsnennt.ErhöhtmandieAnzahlderMassesẗuckeundFedernauf k bzw.k & T , sobildensich für diesesSystemwiederum

_ k Eigenschwingungenheraus( k in � –
undebensoin g –Richtung),mansprichtdannvoneinemEigenfrequenzspektrum. Stößtman
diesesSystemanundüberl̈aßtesdaraufhinsichselbst,soläßtsichjeglichesVerhaltendurch
dieEigenschwingungenzusammensetzen.Abb. SA-G.2zeigtschematischdie transversalen
EigenschwingungeneinerFederkette;sieerinnertschonstarkandieGestalt,wie wir sievon
einerschwingendenSaiteerwarten.
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AbbildungSA-G.2:TransversaleEigenschwingungeinerFederkette

2. Wellen

2.1. MathematischeFormulierung

Wiederfangenwir mit einembekanntemBeispielan. Ein Seil sei aneinerWandbefestigt
undwerdemit derHandstraff gehalten.EinekurzeAuf– undAbbewegungmit demArm läßt
einenWellenzugentstehen,deraufdemSeilentlangl̈auft. Hier gilt es,zurBeschreibungeine
FunktionderAuslenkungl in Abhängigkeit vom Ort � undderZeit � zu finden. Zunächst
siehtmanzweiEigenschaftenderWelle:

1. Siehateine(wie auchimmergeartete)Gestalt.

2. SiehateineAusbreitungsrichtungundeineAusbreitungsgeschwindigkeit.

Stellenwir unsvor, die Welle laufeauf der � –Achseentlangnachrechts.Dannkönnenwir
eineMomentaufnahmedurcheineGestaltfunktionl ���W� ausdr̈ucken,zumBeispieldurchl ���W� �<254	687 � � �W��� (SA-G.6)

Wie stellenwir aberdar, daßl ���W� nachrechts,alsozugrößeren� –Werten,läuft?Betrachten
wir die Funktion lMm ���W� � l ��� � i ��� in�"! undfestgewählt�
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Wellen SA-G

Die Funktion lbm ���W� hatdie gleicheGestaltwie l ���W� , ist aberum i nachrechtsverschoben.
DaskannmansichanhandeinerSkizzeklarmachen:��� � i � liegt um i links von � . Soll nun lMm für beispielsweise� H bestimmtwerden,somuß
der Funktionswertvon l an der Stelle ��� H � i � genommenwerden. Passiertdiesnun für
jedes � , so baut lbm die gesamteFunktion l mit einerVersetzungum i nachrechtswieder
auf. Die Funktion l@opm ���W� � l ��� & i � leistetdasGleiche,nur mit der Verschiebung nach
links.

Läßtmanjedoch i nicht fest,sondernläßtesmit derZeit wachsen,alsoi �<q ��� q �"! undfest�
sosiehtman,daßzu jedemZeitpunktl � ���W� � l ��� �>q �	�
die Gestaltvon l entsprechendnachrechtsverschobendarstellt.Jegrößer � (alsoje sp̈ater)
und je größerdie Konstante

q
gewählt ist, destoweiter rechtsliegt l � . Damit wird auch

versẗandlich,daß
q

eineGeschwindigkeit ist:

In derZeit � H ist dieFunktion l � umdenWeg
q � H nachrechtsgewandert,Geschwindigkeit ist

Weg proZeit, also
q � H�r � H �`q . Jetztkönnenwir Gestalt,Laufgeschwindigkeit und–richtung

mathematischformulieren.

Nunistabernichtjedenachrechtsoderlinks laufende(Gestalt–)Funktionaucheinemögliche
Welle. DazumußsienochderWellengleichunggen̈ugen,die,wiedieSchwingungsgleichung
weiteroben,aucheineDifferentialgleichungist. Sieist im Herleitungsteildargestellt.Unser
gewähltesBeispiel lMs �����,�	� �3254,687 � � � � (:�	� (SA-G.7)

erfüllt sieebensowie lbt�uwv �����,�	� �3;x=A?@4 � � � � (:�	���
Mit lMs habenwir jetzt dieMöglichkeit, die Wellenlänge y zudefinieren.Wir fordern,daßlBs ���'& y �,�	� � lBs �����,�	���
daßsich also beim Weiterr̈ucken der Welle um y wieder

”
dasgleicheBild bietet“ . Man

sprichthier auch,in AnalogiezurZeitperiode� , von derRaumperiodey . Damit ergibt sich254,6[7 � � ���'& y � � (:�	� �z254,6[7 � � �{& �|y � (:�	� �<254,6[7 � � � � (:�	��}
eineBedingung,die nur mit �|y �`_ba k
erfüllt werdenkann.EineVerschiebungseinesArgumentesum

_Ma
ver̈andertdenFunktions-

wert einerSinus–oderKosinusfunktionnicht. Bleibt festzuhalten:y � _ba� � k � T zurDefinitionvon y . (SA-G.8)
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� nenntmanauchWellenzahl.

Alle LösungenderWellengleichunglassensichaustrigonometrischenWellenfunktionenmit
verschiedenenWinkelgeschwindigkeitenundAmplitudenkonstantenadditiv aufbauen.Das
bedeutet,daßjederWellenzug,derselbernicht wie ein reinerSinusoderKosinusaussieht,
eindeutigin ein Amplituden–und Frequenzspektrumzerlegt werdenkann. Das soll hier
unbewiesenbleiben,aberder weitreichendenKonsequenzenwegenerwähntwerden.Zum
SchlußdiesesAbschnittsseibetont,daßdie gesamteBegriffsbildungwie Wellenl̈ange,Fre-
quenzetc.andie trigonometrischenFunktionengebundenist.

2.2. Der Zusammenhangvon Welleund Schwingung

Wir habenaberauchdie Möglichkeit, unserAugenmerknicht auf die laufendeWelle, son-
dernaufeinenfestenPunktdesSeileszu richten.Erreichtihn dieWelle,sowird er transver-
salausgelenkt,ist sieüberihn hinweg, befindeter sichwiederin Ruhe.Wellenwerdenalso
durchSchwingungenvermittelt.Die Schwingungsdauer� eines(Seil–)Punktesist somitdie
Zeit, in derdieWelle um ihre Wellenl̈angey gewandertist:q~� y� � yf� � (SA-G.9)� ist, wie wir bei derSchwingung(Gl.SA-G.4)gesehenhaben,̈uberdie KopplungderTeil-
chendesMediums(im Federmodelldie Konstante� ) undderenMassenbestimmt. Ist die
Kopplungnun stark(großes� ), wird die Ausbreitungsgeschwindigkeit einerWelle mit fe-
stem y H größersein als bei schwacher(kleines � ). So wird auchplausibel,warum sich
Schallin Festk̈orpernschnellerals in Wasserund in diesemwiederumschnellerals in Luft
ausbreitet.Medien,die großeWellengeschwindigkeitenzulassen,nenntmanbez̈uglich der
betreffendenWellenart(z. B. akustischoderoptisch)dünn;anGrenzschichtenunterschied-
lich dichterMedientritt Brechungauf. DiesesDichte–Versẗandnishatbei Schallwellennur
zumTeil mit derüblichenBedeutungvonDichtealsMassepro Volumeneinheit,demspezi-
fischenGewicht, zu tun. Warum?

In unseremVersuchbetrachtenwir einegespannteSaite,alsoein eindimensionales,konti-
nuierlichesMedium. Danngehendie einzelnenFederspannungen� � i@� � i � derFederkette
(Abb. SA-G.2)überin einedurchg̈angigeSaitenspannung� , unddiediskretenMassesẗucke��� in dieSaiten–Massedichte� (in kg/m). Wie im Herleitungsteilgezeigtwird, gilt dann:q�� � � (SA-G.10)

2.3. Die Interfer enz

Was bedeutendas Superpositionsprinzip,die Interferenz oder das Prinzip der additiven
ÜberlagerungvonWellen? Lassenwir zwei Wellenz̈uge(zumBeispielgleichzeitiganden
entgegengesetztenEndeneinesSeiles)starten.Sielaufenaufeinanderzu,durchdringensich
gegenseitigundbewegensichdanachohneÄnderungihrer Gestaltweiter. Seienl /A��� �Pq �	�
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und l * ����& q �	� dieentsprechendenwanderndenGestaltfunktionen,dieSeilauslenkungenbei
Anwesenheitnur einesWellenzugessomitbekannt.

Wie ist aberdie Ortsfunktion g �����,�	� desSeilesim DurchdringungsbereichderWellen? Es
gilt dasPrinzipder additivenÜberlagerung:g �����,�	� � l /A��� �>q �	��& l * ���'& q �	��� (SA-G.11)

Die AuslenkungeinesSeilpunktes� H zumZeitpunkt � H ergibt sichalsoimmerausderSum-
me der einzelnenWellenfunktionen. DieseFunktion g �����,�	� gilt allgemeinfür dasganze
Seil: Anwesenheitnur einesWellenzugesl / bei �0/ und ��/ bedeutetja l * ���0/��,��/	� � ! � alsog ���0/��,��/,� � l /A���0/��	��/	���
Im Zusammenhangmit demBeugungsversuchseihiernochdasHuygens’schePrinziperwähnt.
Wir stellenunseinezweidimensionaleAnordnungvon identischenMassesẗucken vor, die
schachbrettartigzwischenidentischenFedernaufgeḧangtsind.Ein Massesẗuckwerdeausge-
lenkt. Natürlich reißtesseineNachbarnentsprechendseinerKopplungmit. Diesevollf ühren
jetzt ihrerseitsdasGleiche.JedichternundieMassesẗuckeangeordnetsind,destomehrwird
sichdasMusterderweitergegebenenSchwingungeneinerKreiswellenähern.Die mitgeris-
senenNachbarnlösenihrerseits,jeweilssp̈aterundanihremOrt, wiedereineKreiswelleaus.
Trotzdemsehenwir nur eine,nämlich die, welchevom anfangsausgelenktenMassesẗuck
loslief. Ihre Erscheinungist dasErgebnisder Überlagerungaller Kreiswellen, die von ei-
nemjedenMassesẗuck ausgehen.Waswir alsosehen,ist ein Interferenzbildsogenannter
Elementarwellen. EinejeglicheWellenausbreitungin einemMedium,die Fortpflanzungei-
nerjeglichenWellenfrontist immerdasInterferenzbildderräumlichundzeitlichverschieden
startendenelementarenKugelwellen; lediglich unsereEinschr̈ankungauf einezweidimen-
sionaleAnordnunghatunszuelementarenKreiswellengeführt.

2.4. Die Reflexion

Im Fall der Reflexion einer Welle am Seilendedurchdringensich zwei Wellenz̈uge, von
denenim weiterender einlaufendel /1�����,�	� und l * �����	�	� der auslaufendesei. Nach dem
Überlagerungsprinzipmußesalsoheißen:g �����,�	� � l /1��� �xq �	�]& l * ���{& q �	���
Gesetzt,die Gestaltder einlaufendenWelle l / sei bekannt,so könnenwir die Gestaltder
auslaufendenberechnen.Diesgeschiehtdurchdie FormulierungeinergeeignetenRandbe-
dingung.

Mit � � ! alsdemVerankerungspunktdesSeilesschreibenwir:g � ! �	�	� � ! � (SA-G.12)

dennhier kannsichdasSeil nichtbewegen.Esfolgt:g � ! �,�	� � l /1� ! �xq �	�]& l * � ! & q �	� � ! �
7
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undsomit � l /1� �\q �	� � l * � q �	��� (SA-G.13)q � durchl̈auft dengesamtenDefinitionsbereich,sodaßdieseBeziehungnur erfüllt ist, wennl * die Punktspiegelungvon l / amUrsprungdesKoordinatensystemsist. Damit habenwir
ausderGestaltdereinlaufendendie derauslaufendenWellebestimmt.

Vorsicht: Man kannebennicht behaupten,daß l /A� ! �,�	� � l * � ! �,�	� � ! , da die Bedingungg � ! �	�	� � ! durchInterferenzvon Funktionenzu erreichenist, die selberungleichNull sein
können.

Anmerkungfür dieReflexion amlosenEnde:Esergibt sich,daßdieGestaltderreflektierten
Welle dieSpiegelungderGestaltdereinlaufendenander g –Achseist.l /�� ��q �	� � l * ��& q �	��� (SA-G.14)

Im Federketten–Modellwird dasplausibel:EineTransversalwelle laufeaufdasKettenende,
alsodasletzteMassesẗuck, zu. Dieseswird ausgelenkt,ohneseinerseitsNachbarnin Lauf-
richtungauslenkenzumüssen.Ist esaufdemZenitseinerAuslenkungangelangt,soist sein
Nachbar(alsoin Gegenlaufrichtung)schonumgekehrt. Jetztspanntsichdie Feder, undder
Nachbarwird wiederin die gleicheRichtungund in gleichemMaßewie vorherausgelenkt
(Energieerhaltung!).Abb. SA-G.3zeigtbeideFälle.

festes Ende

einlaufend

auslaufend

loses Ende

einlaufend

auslaufend

AbbildungSA-G.3:Reflexion einerSeilschwingungbeioffenemundgeschlossenemEnde

2.5. Die stehendeWelle

Hält mannunbeideEndendesSeiles(odereinerSaitederLänge� ) fest,sokönnenin ihr
nurWellenuntergebrachtwerden,die derBedingungg � ! �,�	� � g � � �,�	� � ! (SA-G.15)
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gen̈ugen.Für einelaufendeSinuswellelMs �����,�	� �3254,687 � � � � (:�	�
bedeutetdies,daßsieundihrereflektierteWelle,aucheinSinus,bei � � ! und � � � immer
zuNull interferierenmüssen(Reflexion anzweifestenEnden).Dabeientstehteinstation̈ares
(d. h. zeitlich unver̈anderliches)Bild, einestehendeWelle derselbenWellenl̈angewie lBs .
Die dabeiauftretendenSchwingungsgebietenenntmanWellenb̈auche, die RuhezonenWel-
lenknoten. Die Randbedingungführt anschaulichzur Forderung,daßsich ihre Wellenl̈ange
immerhalbzahligin dieSaitenl̈angeeinpassenmuß( k ist einebeliebigenaẗurlicheZahl):k y _ � � � (SA-G.16)

Und wegen � � ( q � _bay � k a�
gibt esfür jedesk mit (�� � k q�a� (SA-G.17)

eine Eigenfrequenz(�� . DieseEigenfrequenzenkönneneinzelnangeregt werden,so daß
dasSchwingungsbildeinerSaitedaseinerstehendenWelle mit entsprechendvielen Wel-
lenknotenundWellenb̈auchenist. Die Anzahl derWellenknoten� gibt die Ordnungk der
angeregtenEigenfrequenzan: k � � & T � (SA-G.18)

Dabeidürfennaẗurlich die RandpunktenichtalsKnotenmitgez̈ahltwerden.

Mit den Eigenschwingungender Saiteverḧalt essich so wie mit deneneiner Federkette:
Zupft mansiean,sosetztsich ihr Schwingungsverhaltenausschließlichausdiesenzusam-
men. Wie stark dabeiwelcheEigenschwingungzum Tragenkommt, wird von den An-
fangswertenbestimmt,alsodemOrt undder Art der Auslenkung.Der Klang von Streich-
instrumentenbeispielsweisehängtentscheidenddavon ab, an welcherStellemit welchem
Bogendruck(undwelcherBogengeschwindigkeit) die Saitegestrichenwird. Wie immerso
gilt auchhier: Werdie Herleitungvertiefenwill, seiauf3.3.verwiesen.

3. Herleitungen

3.1. Longitudinal– und Transversalschwingungen

Zunächstbetrachtenwir den Fall eineszwischenzwei identischenFederneingespannten
Massesẗuckes(sieheAbb.SA-G.1).Bei einerLängei H derungespanntenFedernergibt sich
für denKörperin � –Richtungdie Bewegungsgleichung� �� � �0� � i � i H � � ��� � �0� � i � i H �]&>��� �e�f_ � �.� (SA-G.19)

dadieFederin einerRichtungumdenBetrag Q�i � i H Q gestauchtundin deranderenRichtung
um denselbenBetraggestrecktwird. Im Gleichgewicht, d.h. � � ! , ist jedeFedermit der
Kraft � 
 � � � i � i H � (SA-G.20)
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gespannt,die Gesamtkraftverschwindetjedoch,dadie Einzelkr̈aftein entgegensetzteRich-
tungwirken. GleichungSA-G.19ist die DifferentialgleichungeinerharmonischenSchwin-
gungmit derWinkelgeschwindigkeit ( 
 ��- _ �� � (SA-G.21)

Schwingungenin RichtungderFederheißenlongitudinaleSchwingungen.

TransversaleSchwingungen,senkrechtzurRichtungderFedernin Ruhe,erḧalt man,indem
mandie Massein g –Richtungauslenkt.Dabeiwerdendie Federnauf die Länge � i * & g *
(Satz des Pythagoras)ausgedehnt.Die resultierendenKräfte in � –Richtunghebensich
naẗurlich gegenseitigauf. In g -RichtungentstehtjedocheinerücktreibendeKraft derGröße� h �%�\_ � � � i * & g * � i H � 4,687�� } 4,687��`� g� i * & g * (SA-G.22)

bzw. � h �e�\_ ��g � T � i H� i * & g * � �e�\_ ��g��,T � i Hi�� T & g *i *�� o
/�� *,� � (SA-G.23)

DieseBewegungsgleichunghatnichtmehrdieeinfacheFormwie die in � –Richtung.Obdie
harmonischeSchwingungeineguteNäherungdarstellt,hängtvon demnichtlinearenTerm
(
_ ��g�i H�r � i * & g * ) in GleichungSA-G.23ab. Mit derEntwicklungdesWurzelausdrucks� T & g *i * � o /�� *�� T � T_ g *i * &% ¡ g�¢i ¢ �£�[� (SA-G.24)

kannGleichungSA-G.23durchdenAusdruck� h � �\_ ��g � T � i Hi � � �|i Hi¥¤ g ¤ (SA-G.25)

gen̈ahertwerden.Für sehrkleineWertevon g kannderkubischeTermvernachl̈assigtwer-
den,unddamitwird die Winkelgeschwindigkeit dertransversalenSchwingung( *h � _ � � T � i H�r i �� � ( *
 � T ��i Hi �¦� (SA-G.26)§ i¨j i H . Für einestarkgespannteFederist i viel größerals i H und damit schwingt

dieseFederin � –Richtungmit dergleichenFrequenzwie in g –Richtung.§ Ist die Federnicht sehrstark gespannt,so erḧalt man für kleine Amplituden eine
harmonischeSchwingungmit einerniedrigerenFrequenzals die der longitudinalen
Schwingung. Die Frequenzwird höherbei größererSpannung� i � i H � der Feder.
Genaudiesist auchbei einerSaitederFall. Man stimmtein Saiteninstrumenthöher,
indemmandie Saitenspannungerḧoht.§ i � i H . Im Fall einerungespanntenFederist� h �e� �i *H g ¤ (SA-G.27)

undmanerḧalt nur für sehrkleineAuslenkungeneineharmonischeSchwingung,denn
dieserücktreibendeKraft ist keineswegslinear.
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3.2. Eigenschwingungen

Als nächsteKomplikationsoll derFall betrachtetwerden,in dem2 identischeMassesẗucke
zwischen3 identischenFederneingespanntsind(sieheAbb. SA-G.4). Wir untersuchendie
longitudinalenSchwingungen.

x1

x2

y1

y2

AbbildungSA-G.4:Zwei Massesẗuckezwischen3 Federn

Wird dieersteMasseum �0/ unddiezweiteum � * ausgelenkt,solautendieBewegungsglei-
chungenfür diebeidenMassenin � –Richtung� ��0/�& � �0/�& � ���0/ � � * � � !� �� * & � � * & � ��� * � �0/,� � !

(SA-G.28)

bzw. � ��0/�& _ � �0/ � � � * � !� �� * & _ � � * � � �0/ � ! �
(SA-G.29)

Die allgemeineLösungdiesergekoppeltenDifferentialgleichungkanneinensehrkompli-
ziertenVerlaufhaben.DasSuperpositionsprinziperlaubtesjedoch,auchkomplizierteFunk-
tionenals ÜberlagerungeinfacherharmonischerSchwingungendarzustellen,bei welchen
die zweiMassenmit gleicherFrequenzundfesterPhaseschwingen.Diesebesonderseinfa-
chenLösungennenntmandie EigenschwingungenoderModendesSystems.

Wählt manfür die gesuchtenLösungenderGleichungSA-G.29harmonischeFunktionen�0/ �z2 / =1?@4 ��(:�	� } � * �z2 * =1?@4 ��(:�	� (SA-G.30)

anundsetztdiesenAnsatzin dieBewegungsgleichungenein,sogilt� (+* 2 /]& _ �� 2 / � �� 2 * � !� ( * 2 * & _f�� 2 * �U�� 2 / � ! �
(SA-G.31)
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bzw. mit � r � � ( *H ��(+* �P_ (+*H � 2 /0&>(+*H 2 * � !( *H 2 /]&`�9( * �P_ ( *H � 2 * � ! �
(SA-G.32)

DiesesGleichungungssystemwird für§ 2 / �.2 * mit ( � ( H erfüllt. Dasbedeutetdie beidenMassenbewegensichmit der
Frequenz,die manfür ein Massesẗuck an einerFedererwartet, in Phase,so daßdie
mittlereFedernie gespanntwird.§ 2 / � ��2 * mit ( �ª©   ( H gelöst. Dasheißtdie zwei Massenbewegensich stets
entwederaufeinanderzu odervoneinanderweg (Phasenverschiebung T ¡ ! u ). Die Fre-
quenzwird dabeihöher, danunalledrei FedernanderBewegungbeteiligtsind.

Für eine straff gespannteFeder( i`j i H ) ergebensich ganzanalogdiesebeidenEigen-
schwingungenin transversalerRichtung,washier abernichtgezeigtwerdensoll.

Die vollständigeLösungderBewegungderbeidenMassesẗucke sowohl in � – alsauchundg – Richtungsetzt,wie bei der harmonischenSchwingung,die Kenntnisder Anfangsbe-
dingungenfür die Lageund die Geschwindigkeitender beidenMassenvoraus. Auch für
dreiMassenlassensichdieentsprechendenEigenfrequenzennocheinigermaßeneinfachan-
geben. Koppeltmanhingegen k Massesẗucke mit Federn(ohneBeweis), so wird man k
longitudinaleund k transversaleEigenfrequenzenfinden,ausdenensich jedenur denkbare
SchwingungsformdieserKetteaufbauenläßt. In AbbildungSA-G.2sinddie transversalen
Eigenschwingungenvon Kettenmit wachsenderZahl von Massesẗuckengezeigt.Deutlich
ist zu erkennen,daßdie niedrigenModenderKettenmit höherem« schonsehrdemBild
ähneln,dasmanfür die transversalenSchwingungeneinerSaiteerwartet.

3.3. Wellengleichungeiner schwingendenSaite

y

xx

(x+dx)

dx

dy

dFy

ds

Abbildung SA-G.5:
Bezeichnungen zur
Ableitung der Wellen-
gleichung

Um zu einer Beschreibung der Saitenschwingungzu gelangen,
ben̈otigt man den Übergangvon diskretenMassesẗucken ��� zu
einer kontinuierlichenMassenverteilungund von den einzelnen
Spannungen� � i¥� � i H � zu einerFederspannung� . Die kontinu-
ierlicheMassenverteilungwird durchdie Saitendichte� beschrie-
ben,die in Einheiten[kg/m] gemessenwird. Betrachtetmanein
Element ¬®­ einerFeder, dasum ¬|g ausder Ruhelageausgelenkt
wurde,sogilt mit denBezeichungenin Abb.SA-G.5für die trans-
versal rücktreibendeKraft¬ � h � � 4,6[7�� 
�¯|°,
 � � 4,6[7�� 
� � 4,6[7�� 
 & ±± � � � 4,6[7�� 
 � ¬ � � � 4	687�� 
� ±± � � � 4,6[7\� 
 � ¬ �²� (SA-G.33)
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wobeiwegender infinitesimalenÄnderungenin � – und g –Richtungdie Taylorentwicklung
der Komponenteder Spannungin g –RichtungnachdemerstenGlied abgebrochenwerden
kann.Für kleineWinkel

�
gilt 4,687�� �<³�´ 7�� ��± g± � �

daderWinkel
�

die AuslenkungausderRuhelage( g � ! ) beschreibt.Damit läßtsichdie
KomponentederKraft in g –Richtung(Gl. SA-G.33)durch

¬ � h � ±± � � � ± g± � � ¬ � � � ± * g± � * ¬ �.� (SA-G.34)

dadieSpannung� nichtvomOrt abḧangt.NachdemNewton’schenGesetzmußdieseKraft
einerBeschleunigungeinesMassenelementsin g –Richtungentsprechen.Esist

� � �0¬�­ � �0¬�µ und i h � ± * g± � * �
Damit erḧalt maneineBeziehung,die die zweiteAbleitungder transversalenAuslenkung
in g –Richtungin Abhängigkeit vom Ort � auf der Saitemit der zweitenAbleitung dersel-
benGrößein Abhängigkeit von derZeit, dasheißtaberderBeschleunigungin g –Richtung,
verkn̈upft. Die Wellengleichungfür dieSaitenschwingunglautetalso

� ± * g± � * ¬ � � � ± * g± � * ¬ �
bzw. ± * g± � * � � � ± * g± � * �`q * ± * g± � * � (SA-G.35)

Nicht durch Zufall schreibenwir
q * für dasVerḧaltnis ausSpannungund Dichte, denn

q
ist in derTat die Ausbreitungsgeschwindigkeit derWelle auf derSaite,sowie in derOptik
dieLichtgeschwindigkeit

q
dieAusbreitungsgeschwindigkeitderelektromagnetischenWelle

beschreibt.

Die LösungenderWellengleichung(Gl. SA-G.35)lassensichdurchFunktioneng �����,�	� � l /1��� �xq �	�]& l * ���{& q �	�
darstellen,wiemandurchEinsetzensieht.Allein schonin dieserFormelstehtdasÜberlagerungsprinzip
derWellen: LösungenderWellengleichungaddierensichwiederzueinerLösung.

EineharmonischeFunktionderArtl �����,�	� �3254	687 ( q ��� �xq �	� �<254,6[7 � � � � (:�	�
mit � � ( r q , derWellenzahl( � hatdieDimensionLängeo / ), erfüllt dieWellengleichung(SA-

13
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G.35),dennesist ± l �����,�	�± � �%� ( 25=1?@4 � � � � (:�	�± * l �����	�	�± � * �e� (+* 254,687 � � � � (:�	�± l �����	�	�± � � � 25=1?@4 � � � � (:�	� (SA-G.36)± * l �����	�	�± � * ��� � * 254,687 � � � � (:�	�
unddamit± * l �����	�	�± � * �%� (+* 254	687 � � � � (:�	� �%� � * q * 254	687 � � � � (:�	� �<q *¥± * l �����,�	�± � * �
Bei einerschwingendenSaitederLänge� ist nundie Randbedingung,daßdie Auslenkung
an denEndenverschwindet,und damit nur einestehendeWelle eine übereinenlängeren
ZeitraumstabileLösungderWellengleichungdarstellt.EinemöglicheLösungderWellen-
gleichungerḧalt manmit demAnsatzg �����,�	� � 254	687 � � � � (:�	�]& ;>=1?@4 � � � � (:�	�& ¶ 4,687 � � �·&>(:�	�0&P¸ =A?@4 � � �'&)(:�	� (SA-G.37)

AusdenRandbedingungen(Gl. SA-G.15)ergebensich2`� ¶ und
;e�%� ¸¹�

denndannhebensich für alle Zeiten jeweils die
4	687

und
=1?@4

Ausdr̈ucke gegenseitigauf.
UnterVerwendungderAdditionstheoremefür dieWinkelfunktionen4	687 �»º�¼¾½�� �<4,6[7 º =1?@4 ½�¼ 4,6[7 ½ =1?L4 º=A?@4 �»º�¼¿½À� �z=1?@4 º =A?@4 ½ Á 4	687 º 4	687 ½
läßtsichderLösungsansatzschreibenalsg �����,�	� � 2 � 4	687 � � � � (:�	�0& 4	687 � � �'&)(:�	�Â��& ; � =1?@4 � � � � (:�	� �>=1?@4 � � �·&>(:�	�Â�� _b254,687 � � =A?@4 (:��& _L;>4,6[7 � � 4,687 (:�� _ � 25=A?@4 (:�0& ;>4,6[7 (:�w� 4,6[7 � �.� (SA-G.38)

Zumanderenbedeutetdie Randbedingungg � � �	�	� nun,daß4,6[7 ��� � ! Ã ��� � k a bzw. (�� � q� k a (SA-G.39)

geltenmuß.Esgibt alsonicht nur eineLösung,sondernunendlichviele,die jedochalle die
Bedingungerfüllen müssen,daßdie Eigenfrequenzen(�� ein VielfachesderGrundfrequenz(:/ �3a q� (SA-G.40)
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seinmüssen.

Insgesamtwird alsoeineFunktion

g �����,�	� � ÄÅ � G / � 2 � 4,687 (��b�]& ; � =A?@4 (��Æ�	� 4	687 (��q � (SA-G.41)

einestehendetransversaleWelle auf einerSaitebeschreiben.Die Amplitudenkoeffizienten2 � und
; � könnenbei der gleichenSaiteverschiedentlichvorkommen.Sie werdendurch

die Anregungbestimmt,dasheißtwie die Saitegezupftwurde(anwie vielenOrtenundmit
welcherAuslenkung).

3.4. Kurzer Ausflug in die Musik

-20 0 20 40 60 80 100 120 140 160
-3

-2

-1

0

1

2

3

4

Schwebung

sin(x)+sin (0.9*x)2*cos(x/10)

AbbildungSA-G.6:SchwebungzweierharmonischerSchwingungen

Wie obenerwähnt,läßtsichjedeSaitenschwingungdurcheineÜberlagerungderverschiede-
nenEigenschwingungen,einersogenanntenFourierreihen–Entwicklung, darstellen.Dabei
tragenverschiedeneOberẗonemit unterschiedlichenAmplitudenbei undbildensodencha-
rakteristischenTon einesInstruments,der auchdurch unterschiedlicheAnregung variiert
werdenkann.

Die Schwebung ist ein weitereswichtigesPḧanomenfür denSinneseindruckvon Tönen.
Überlagernsich zwei harmonischeSchwingungenunterschiedlicherFrequenz,so ist die
Einhüllendeder Extremawieder eine harmonischeSchwingung,jedochmit einer niedri-
gerenFrequenz.In Abb. SA-G.6 ist dasBeispielzweierSchwingungengezeigt,die einen
Frequenzunterschiedvon 10%aufweisen.Die EinhüllendederMaximaist wiedereinehar-
monischeSchwingung,jedochist die Frequenzum einenFaktor 10 niedrigerals die Fre-
quenzderEinzelschwingungen.DieserUmstandist für unserHörempfindenvon ganzent-
scheidenderBedeutung.

Die Stimmungder Tonleiterhängtnun engmit denOberẗonenzusammen.Die Frequen-
zenharmonischer OberẗonesindganzzahligeVielfachedesGrundtons,d.h. estretenkeine
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Ton C2 F3 C3 C4 C5 G5 C6 E6 G6 B6
Verḧaltnis 1/4 1/3 1/2 1 2 3 4 5 6 7� [Hz] 65 87 130 260 520 780 1040 1300 1560 1820
Ton C7 D7 E7 Fis7 G7 Gis7 B7 H7 C8
Verḧaltnis 8 9 10 11 12 13 14 15 16� [Hz] 2080 2340 2600 2860 3120 3380 3640 3900 4160

TabelleSA-G.1: Skalader18 nächstensub–undharmonischenTönefür denGrundtonC4
( � �Ç_ÆÈ ! Hz)

Schwebungenauf. Der Grundtonkannjedochebenfalls ObertoneinestieferenTonssein.
Man bezeichnetalssubharmonischeTönesolche,derenFrequenzein ganzzahligerTeil des
betrachtetenGrundtonsist. ZumBeispielist diemittlereTasteaneinemKlavier dasC4(das
ist dasC der4. Oktave) mit etwa � �É_LÈ ! Hz. Damit erḧalt manalsSkalader18 nächsten
sub–undharmonischenTönedie in Tab. SA-G.1zusammengestellteListe.

Die
”
reine“ Dur–TonleiterderOktave von C4 bis C5 (dassinddie weißenTastenzwischen

C4 und C5) umfaßtnun subharmonischeund harmonischeder in der TabelleSA-G.1auf-
geführtenTöne,so daßdasIntervall in der in TabelleSA-G.2 gezeigtenWeiseaufgef̈ullt
wird; wobei die Frequenzenfür dasBeispielder Oktave C4 bis C5 gelten. DasA, dasin
der obigenListe der Oberẗonenicht auftaucht,wird dabeials 5/4F (großeTerz übermF)
eingef̈uhrt. Die FrequenzverḧaltnisseeinigerTonschrittein dieserStimmungsindebenfalls
in TabelleSA-G.2für die

”
reine“ Stimmungangegeben.

1. KleineSekundeF/E=C/H=T È r TMÊ � T � ! È¥Ë
2. GroßeSekundeD/C=G/F=A/H=9/8=1.125, E/D=A/G=10/9=1.111

3. KleineTerzG/E=C/A=6/5=1.2, F/D=32/27=1.185

4. GroßeTerzE/C=A/F=H/G=5/4=1.25

5. QuinteG/C=H/E=H/F=3/2, A/D=40/27=1.481.

An dieserListe erkennt man sofort dasProblem,daseine
”
reine“ Stimmungfür ein Ta-

steninstrumentmit sichbringt. Esgibt offensichtlichunterschiedlicheFrequenzverḧaltnisse
für dieselbeAnzahl von Tonschritten,je nachdem,anwelcherStelleder Tonleitersichdas
Intervall befindet. AngenommendasKlavier wäreentsprechendobigemBeispiel rein ge-
stimmt, dannhätte man schonein Problem,wenn man eine Tonleiter beginnendvom D
spielenwollte. Als folgendenTon ben̈otigt mandie erstegroßeSekunde,d.h. die Frequenz�MÌ � �ÆÍx��T � T _ Ê �   _LÎ � T Hz, dassind immerhinschon4 Hz mehrals das

”
reine“ E, das

ausgehendvom C zu 325Hz gestimmtwurde. DieseSchwierigkeit wird bei Tasteninstru-
mentendadurchumgangen,daßdasFrequenzverḧaltniszwischenzwei Halbtönenkonstant
zu
_ /��	/ * � T � !¥Ê ÎLÏ@È   T gewähltwird undsoeineOktave in 12 Halbtöneaufgeteiltwird. Die-

seStimmungwird alswohltemperiertbezeichnetundhatsich in Europamit demEndedes
17.Jahrhundertsdurchgesetzt.
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Stimmung C D E F G A H C
rein 1 9/8 5/4 4/3 3/2 5/3 15/8 2� [Hz] 260 292.5 325 346.7 390 433 487.5 520
wohltemp. 1

_ * �	/ * _ ¢ �	/ * _ÆÐ �	/ * _LÑ �	/ * _ÆÒ �	/ * _ /w/��	/ * 2� [Hz] 260 291.8 327.6 347.1 389.6 437.3 490.8 520

TabelleSA-G.2:VergleicheinerDur-Tonleiterin reinerundtemperierterStimmungfür den
GrundtonC4( � �`_ÆÈ ! Hz)
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